
Andrey Nikolaevich

TIIШONOV
COLLECnON ОР SCIEN11FIC WORКS

IN ТEN VOLUМES



Андреи НИКOJIаевич

тихонов

СОБРАНИЕНАУЧНЬ ТРУДОВ
в ДЕСЯТИ ТОМАХ

Том 11

Математика

Чаcrь 2

Вычислительная математика

1956 1979

Математическая физика
1933 1948



ПРЕДИСЛОВИЕ

Второй том полноrо собрания сочинений содержит статьи А.Н. Тихо--

нова, посвященные вычислительной математике и некоторым задачам Ma 

тематической физики. Этот цикл работ, представляющий собой одну из

вершин научноrо творчества А.Н. Тихонова, оказал фундаментальное вли 

яние на развитие данной научной области.

Включены работы А.Н. Тихонова, посвященные как общей постановке

методолоrических проблем вычислительной математики, так и решению

конкретных математических задач. В статье «Вычислительная математи 

ка» (БСЭ, 1971, т. 5) Андрей Николаевич определяет предмет вычисли 

тельной математики, как раздел математики, включающий Kpyr вопросов,

связанных с использованием электронных вычислительных машин в раз 

личных областях или, как сказали бы сейчас, связанных с компьютериза 

цией научной и практической деятельности. В вычислительной математике

можно выделить следующие три больших раздела: анализ математических

моделей, разработка методов и алrоритмов решения типовых математиче 

ских задач, теория и практика проrраммирования дЛЯ ЭВМ.

Статья А.Н. Тихонова <.-::Вычислительная математика и научн(}---Техни 

ческий проrресс», опубликованная в 1971 r. и посвященная 225 летиюMoc 

KOBcKoro университета, содержит детальную конкретизацию разделов BЫ 

числительной математики и мноrочисленные примеры применения числен 

ных методов. Подчеркивается, что теперь при формулировке математи 

ческих моделей не нужно стремиться к упрощениям, которые были необ.-

ходимы раньше при желании получить ответ в явном виде. Вместо это--

ro появляется возможность «правильно учесть все наиболее существенные

особенности изучаемоrо объекта и отразить их в математической модели».

Особо следует отметить работы А.Н. Тихонова и А.А. CaMapcKoro, по--

священные построению разностных методов решения краевых задач для

обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных про--

изводных. Это направление исследований, называемое теорией разностных

схем, представляет собой уникальное явление в мировой математической

науке. Авторы впервые поставили и решили задачу теоретическоrо исслt?

дования сходимости разностных схем для уравнений с переменными и даже

разрывными коэффициентами. Отмечено, что «автоматизация вычисле 



ний, связанная с использованием ЭВМ, ставит вопрос о выборе наилучших

разностных схем, обладающих как максимальной точностью, так и приме 

нимостью в возможно более широком классе коэффициентов».
Была выдвинута концепция однородных разностных схем, позволившая

сформулировать принципы построения заведомо сходящихся разностных

схем для широких классов уравнений с переменными коэффициентами.
Однородность разностной схемы означает, что ее коэффициенты являют 

ся функционалами коэффициентов дифференциальноrо уравнения, зави 

сящими от шаrа сетки как от параметра и не зависящими от узла сетки

и от выбора коэффициентов из заданноrо класса функций.
В работах А.Н. Тихонова и А.А. CaMapcKoro предложены и обоснова 

ны разностные схемы, позволяющие проводить расчет, не прибеrая к яв 

ному выделению точек разрыва. Для обоснования сходимости полученных

схем потребовалось введение HOBoro понятия консервативности схемы.

Консервативными были названы те схемы, которые выражают на сетке

законы сохранения, присущие исходному дифференциальному уравнению.

Знаменитый пример (1959 r.), показывающий, что консервативность схемы

является необходимым условием сходимости в классе разрывных, и даже

кусочно--постоянных, коэффициентов, ныне можно найти во мноrих учеб.-
никах по численным методам решения задач математической физики.

При исследовании сходимости разностных схем для уравнений с раз 

рывными коэффициентами и схем на неравномерных сетках было пере 

смотрено ппнятие поrрешности аппроксимации. Априорные оценки, вьфа 
жающие поrрешность приближенноrо решения через поrрешность аппрок 

симации в специально построенной норме, позволили доказать сходимость

и получить оценку точности разностных методов в классах разрывных ко--

эффициентов и в случае произвольных неравномерных сеток. Показано,
что однородные консервативные разностные схемы на произвольной после 

довательности неравномерных сеток имеют тот же порядок точности, что

и на равномерных сетках как в случае непрерывных, так и в случае раз 

рывных коэффициентов.
Обратим внимание на важные и математически красивые результаты

А.Н. Тихонова в цикле работ, выполненных совместно с А.А. Самарским
и посвященных однородным разностным схемам BbIcoKoro порядка точно--

сти. Здесь для краевых задач с переменными коэффициентами и задачи

Штурма Лиувилляпостроены точная схема и на ее основе так называемые

усеченные разностные схемы любоrо порядка точности. Все предложенные
схемы относятся к семейству однородных консервативных разностных схем.



Цикл работ А.Н. Тихонова, выполненных совместно с А.Д. rорбуновым,
связан с теоретическим исследованием методов Рунr Куттаи Адамса pe 

шения задачи Коши для систем нелинейных обыкновенных дифференци 
альных уравнений и выбором оптимальных сеток.

В раздел «Математическая физика» вошли ранние ставшие классиче 

скими статьи А.Н. Тихонова, в которых доказаны теоремы единственно--

сти для уравнений теплопроводности. В 9 8 статьи Tychonoff А. Theoremes

d'unicite рош l'equation de la chaleur (Матем. сборн. 1935. Т. 42, NQ 2) ис 

следуется совершенно новая задача теплопроводности. Эта задача названа

«обратной задачей теплопроводности»; тоrда как предыдущие задачи име 

ли целью определить «температуру» в «будущем» (при t to), «обратная
задача» заключается в том, чтобы найти «исторический ход» температуры,
зная её значения для настоящеrо времени (при t == to). В этом случае нет

необходимости знать rраничные условия: они определены друrими услови 

ями задачи. Это первая публикация по «обратным задачам».

Результаты этих работ составили основу докторской диссертации
А.Н. Тихонова на тему «О функциональных уравнениях типа Volterra и

их приложениях к некоторым задачам математической физики», которая

была защищена 22 июня 1936 rода на механико--математическом факуль 
тете и утверждена 17 октября 1937 rода (см. Докторские и кандидатские

диссертации, защищенные в Московском rосударственном университете с

1934 по 1954 r. Вып. 1. Факультеты механико--математический, физический,
химический. М.: Издательство MOCKoBcKoro университета, 1956. С. 27).

Включены первые статьи А.Н. Тихонова по электродинамике, положив 

шие начало научному направлению, которое сформировалось под ero py 

ководством и активно развивается ero учениками и «научными внуками».

Статьи в соавторстве с А.А. Самарским содержатся в томе 8.

Разработанные А.Н. Тихоновым принципиально новые методы позво--

лили приступить К созданию автоматизированных систем вычислительной

диаrностики, интерпретации результатов наблюдений, управления научны 
ми экспериментами и технолоrическими процессами (см. том 9).

Численные методы активно используются как при решении различных

математических проблем, так и в rеофизике, астрофизике, электродинами 

ке, физике плазмы и лазеров, физической химии, медицине, космических

исследованиях, обработке видео и аудио информации, экономике и мноrих

друrих научных и практических сферах человеческой деятельности.

Реда'К':цuон:ная 'К:О.ll./l,е2UЯ



ОТ РЕДАКТОРОВ СОСТАВИТЕЛЕЙТОМА 2

Настоящее издание это труд большоrо коллектива энтузиастов Ин 

ститута прикладной математики имени М.В. Келдыша РАН (ИПМ) и

Института математическоrо моделирования РАН, трех факультетов Moc 
KOBcKoro rосударственноrо университета имени М.В. Ломоносова (MrY)

вычислительной математики и кибернетики, физическоrо и механико--

математическоrо и Издательства MOCKoBcKoro центра непрерывноrо
математическоrо образования (МЦНМО).

От имени Редакционной коллеrии издания блаrодарим
за участие в подrотовке материалов для издания сотрудников

ИПМ Л.А. Хальзову, Н.С. Боrданову, В.В. Владимирову, М.М. rорбунова 
Посадова, А.В. Ермакова, Е.П. Лесникову, Е.А. Караульщикову, Л.С. KOMa 

рову, В.С. Корнееву, С.В. Максакову, В-П. Стрела, Л.Н. Шибашову;
за научную корректуру сотрудников Mry С.В. Боrомолова, А.Я. Бу 

ничеву, С.А. Волошина, r.r. Еленина, Н.Б. Есикову, В.П. Ильютко,
Н.И. Ионкина, Е.С. Куркину, С.И. Мухина, Е.С. Николаева, Н-П. CaBeH 

кову, Н.В. Соснина, А.П. Фаворскоrо, М.М. Хапаева мл.,А.Б. Хруленко;
за l1еревод статей с французскоrо и их паутшую корректуру

КВ. Брушлинскоrо, А.н. Дарьина, Т-Н. Фоменко;
секретарей декана ВМиК Mry Инну rеорrиевну и Елену Юрьевну

за повсеместную помощь в орrанизации издания собрания трудов;
И.В. Ященко и ю.н. Торхова за сотрудничество, Издательство

МЦНМО за электронный набор и участие в подrотовке ориrинала макета.

Блаrодарим С.А. Стрелкова за разработку специальных стилевых

средств для Bcero издания собрания трудов, выполнение контрольной

верстки и поддержку сотрудничества с Академиздатцентром «Наука» РАН.

Блаrодарим руководство и сотрудников Академиздатцентра «Наука»
РАН и Научно--издательскоrо совета (НИСО) при Президиуме РАН за со--

трудничество по изданию «Собрания научных трудов академика Андрея
Николаевича Тихонова» в серии «Классики науки».

Выражаем rлубокую признательность Российскому Фонду фундамен 
тальных Исследований за финансовую поддержку издания и персонально

Председателю Экспертноrо совета направления «Математика, механика,

информатика» академику Д.В. Аносову за поддержку издания.

Качество иллюстрационноrо материала соответствует качеству преk
ставленных ориrиналов статей.

т'А. Суш'К:евu'Ч" А.В. rулu'Н



ВЬIЧИСЛИТЕЛЬНАЯ

МАТЕМАТИКА



ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА

А. Н. ТиХO'l-Ю6

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА, раздел математики,

включающий Kpyr вопросов, связанных с использованием электронных BЫ 

числительных машин (ЭВМ). Содержание термина «В. м.» нельзя счи 

тать установившимся, так как эта область интенсивно развивается в связи

с быстро растущими применениями ЭВМ в новых направлениях. Часто

термин «В. м.» понимается как теория численных методов и алrоритмов

решения типовых 1\1атематических задач. Это толкование термина «В. м.»

получило распространение на первоначальном этапе, коrда использование

ЭВМ предъявило новые требования к численным методам; основной зада 

чей на этом этапе была разработка новых методов, «удобных» дЛЯ ЭВМ.

Ниже «В. м.» понимается в первом широком смысле этоrо термина.

В «В. м.» можно выделить следующие три больших раздела. Первый
связан с применением ЭВМ в различных областях научной и практической
деятельности и может быть охарактеризован как анализ математических

1\Iоделей. Второй с разработкой методов и алrоритмов решения типовых

математических задач, возникающих при исследованиях математических

моделей. Третий раздел связан с вопросом об упрощении взаимоотношений

человека с ЭВМ, включая теорию и практику проrраммирования задач дЛЯ

ЭВМ, в т. ч. автоматизацию проrраммирования задач дЛЯ ЭВМ.

Анализ математических r-.юделей ВКJ1ючает в себя изучение постановки

задачи, выбор модели, анализ и обработку входной информации, числен 

ное решение математических задач, возникающих в связи с исследованием

модели, анализ результатов вычислений, и, наконец, вопросы, связанные

с реализацией полученных результатов. Задача выбора модели должна pe 

шаться с учёТО1\I следующеrо требования. Степень достоверности, с кото--

рой результаты анализа модели позволяют исследовать конкретное явление

(или класс явлений), должна соответствовать точности исходной информа 
ции. При этом с появлением воз!\южности получать более точную инфо 

Большая Советская Энциклопедия // rлавный редактор А.М. Прохоров. Третье издание. М.:

Издательство «Советская Энциклопедия:>, 1971. T.5. C..')б8 .5б9.



мацию оБЫЧIIО возникает необхо.ll;ИМОСТЬ совершенствования построенной

модели, а в ряде случаев даже коренной её замены. Для этих задач приоб 
ретает существенное значение обработка исходной информации, что в боль 

шинстве случаев требует привлечения методов математической статистики.

Математические модели сыrрали важную роль в развитии естествознания;

в настоящее время использование математических моделей является cy 

щественным фактором в широком диапазоне человеческой деятельности

(в т. ч. В вопросах управления, планирования, проrнозирования и т.д.).
Изучение реальных явлений на основе анализа построенных моделей,

как правило, требует развития 'Ч,исленнЪtХ ,м,етодов и привлечения ЭВМ.

Таким образом, в «В. м.» важное место занимают численные методы pe 

шения поставленных математических задач и в первую очередь типовых

математических задач (<<В. м.» В узком смысле слова).
В качестве примера типовых математических задач, часто встречаIО--

щихся в приложениях, можно назвать задачи алrебры: здесь большое зна 

чение имеют численные методы решения систем линейных алrебраических
уравнений (в частности, больших систем), обращение матриц, нахождение

собственных значений матриц (как нескольких первых значений оrрани 

ченная проблема собственных значений, так и нахождение всех собствен 

ных значений полная проблема собственных значений). Друrие приме 

ры численные методы дифференцирования и интеrрирования функций
одноrо или нескольких переменных; численные методы решения обыкно 

венных дифференциальных уравнений (сюда включают, в частности, изу 

чение и сравнительный анализ численных методов различных типов, напр.

Адамса, PYHr Кутта). Значительное число исследований посвящено чис 

ленным методам решения уравнений с частными производными. Здесь
большое направление составляют «экономичные методы», т. е. методы,

позволяющие получать результаты при относительно малом (экономном)
числе операций.

Быстро развивающимся направлением «В. м.» являются численные Me 

тоды оптимизации. Задача оптимизации состоит в изучении экстремальных

(наибольших или наименьших) значений функционалов на множествах, как

правило, весьма сложной структуры. В первую очередь следует упомянуть

задачи ,м,ате,м,ати'Ч,еС'К:О20 nРО2ра,м,,м,ированuя (в т. ч. линейноrо и динами 

ческоrо), к которым сводятся мноrие задачи экономики. К задачам опти 

мизации примыкают минимаксные задачи (и соответствующие численные

методы), возникающие при решении задач исследования операций (см. One 
раций исследование) и теории иrр (см. И2р теория). Особенно сложные



задачи типа minmaxminmax возникают при решении мноrошаrовых (ди 
намически развивающихся) иrр. Здесь даже математический эксперимент

(проиrрывание вариантов поведения иrрающих) невозможен без использо 

вания мощных ЭВМ.

Применение ЭВМ к решению сложных задач, в особенности задач боль 

ших размеров, вызвало к жизни одно из rлавных направлений в теории

численных методов исследования устойчивости методов и алrоритмов

к различноrо рода ошибкам (в т. ч. К ошибкам окруrления).
Обратные задачи, например, задача определения элемента х из ypaBHe 

ния Ах == Ь при известной информации об операторе А и элементе Ь, ча 
сто являются неустойчивыми (некорректно поставленными) задачами (Ma 
лым поrрешностям во входных данных MorYT соответствовать большие по--

rрешности в х). Более Toro, обратные задачи часто имеют решение не для

всех Ь, поэтому, задавая приближённое значение Ь, следует учитывать, что

формально решение этой задачи может не существовать.

Неустойчивые задачи потребовали специальноrо определения поня 

тия приближённых решений и развития соответствующих методов для

их нахождения. К неустойчивым задачам относится широкий класс за 

дач, связанных с проблемами автоматизации обработки результатов экспе 

риментов.

В большинстве разделов «В. м.» важное место занимают вопросы оп 

тимизации методов решения задач. Особенно это существенно для задач

большоrо объёма (например, с большим числом переменных).
Применение ЭВМ непрерывно расширяет Kpyr пользователей и поэтому

возникает тенденция такой степени автоматизации, при которой становится

менее существенным знакомство пользователей с численными методами.

Это предъявляет новые требования к алrоритмам, их классификации и к

стандартным проrраммам решения типовых задач.

В настоящее время выделился ряд направлений прикладной науки, rде

современные темпы научно техническоrопроrресса были бы немыслимы

без развития численных методов и применения ЭВМ.

Основной задачей теории nРО2ра,м,,м,ирования можно считать облеrчение

отношений человека с машиной, хотя этот взrляд и конкретное направление

исследований претерпевают радикальные изменения с развитием вычисли 

тельной техники. Смена ряда поколений вычислительных машин обусло--
вила смену трёх этапов в развитии проrраммирования.

От составления проrрамм на внутреннем языке машины проrрамми 

рование быстро перешло к составлению стандартных проrрамм решения



типовых задач и комплексов таких проrрамм. При их употреблении для ши 

pOKoro класса задач отпадает необходимость в проrраммировании метода

решения; достаточно лишь оrраничиться заданием исходной информации.
Однако задание такой информации, а также написание нестандартных бло--

ков всё равно требуют существенноrо объёма проrраммирования на языке

машины.

Появление машин следующеrо поколения с б6льшим быстродействием
сопровождалось ростом числа задач, предъявляемых к решению; в резуль 

тате этоrо возникло узкое место системы человек машина: скорость про--

rраммирования. Это вызвало к жизни новый этап проrраммирования со--

здание алrоритмических языков с трансляторами для перевода с алrорит 

мическоrо языка на внутренний язык машины. Вследствие большей близо--

сти алrоритмических языков к общечеловеческому их внедрение упростило

проrраммирование и существенно раСШИРИJIО Kpyr пользователей.

Наряду с созданием универсальных алrоритмических языков (Алrол,
Фортран) был разработан ряд проблемно--ориентированных языков для

определённоrо Kpyra пользователей, например, связанных с задачами обра 
ботки экономической информации. Создание специализированных языков

вызвано следующим: универсальные языки и трансляторы, предназначен 

ные для решения широкоrо класса задач, иноrда слабо .Учитывают спе 

цифику отдельных важных классов задач, что снижает эффективность
использования всех возможностей машины.

При дальнейшем повышении скорости ЭВМ узким местом системы че 

ловек машинастали устройства для ввода и вывода информации; их Mek

ленная работа сводила на нет высокопроизводительную работу централь 

Horo устройства. Необходимость преодоления этоrо противоречия явилась

одной из причин создания систем одновременноrо решения на машине

нескольких задач. Друrой причиной было требование одновременной рабо--
ты на машине большоrо коллектива пользователей (в частности, последнее

особенно существенно при применении ЭВМ в автоматизированных систе.-

мах управления).
Всё это вместе с рядом друrих причин обусловило появление ново--

ro этапа проrраммирования системноrо проrраммирования. Основной

задачей системноrо проrраммирования является создание операционных

систем, управляющих работой машины, проrраммным путём расширяю--

щих возможности машины и предоставляющих пользователю дополнитель 

ное обслуживание, не предусмотренное аппаратурой: возможность ввода и

вывода одновременно с решением задач, автоматизация редактирования



выдаЧИ, ВЫВОД rрафиков, работа с экраном, диалоr с машиной, возмож 

ность ОДI-Iовременноrо решения на машине мноrих задач (система разделе 

ния времени).
Развитие применения эвм характерно также орrанизацией работы

комплексов, включающих большое число машин, в т. ч. машин различных

типов, вводные устройства, каналы связи между машинами и пользовате 

лем, а зачастую и физические установки. Такие высокопроизводительные

системы создаются, например, для решения задач экономики и обработки
физических экспериментов, требующих ввода и обработки большоrо коли 

чества информации.
Задача развития вычислительных систем, в частности информацион 

ных систем и автоматизированных систем управления, является одной из

наиболее актуальных научных проблем.



МАТЕМАТИКА

О РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ
С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Член/к;орресnонДе'Нт АН СССР А. Н. ТиХО'НО6 и А. А. Самарс'К;и'Й

1. Различные конечноразностные схемы, приrодные для решения опре 

деленноrо типа дифференциальных уравнений, MorYT различаться как по

порядку точности, так и в смысле применимости в зависимости от класса

коэффициентов этих уравнений. Автоматизация вычислений, связанная с

использованием машин, ставит вопрос о выборе «наилучших» разностных

схем, обладающих как максимальной точностью, так и применимостью в

возможно более широком классе коэффициентов. Так, например, желатель 

но, чтобы одна и та же разностная схема позволяла решать задачи для

дифференциальных уравнений как в случае непрерывных, так и в случае

разрывных коэффициентов, без явноrо выделения точек разрыва.

Рассмотрим ряд относящихся сюда вопросов на примере следующей

краевой задачи:

L(k)y == [k(x)
dY

] == f(x) (О < х < О; у(О) == у/Ц) == О (1)
dx dx

в классе кусочно--непрерывных коэффициентов k(x) ko > О.

2. Будем рассматривать трехточечную разностную схему

(ki ) 1
Lh Yi ==

h2 (AiYi 1+ CiYi + ДУi+!) == fi, fi == f(Xi), (2)

rде Ai ,
Bi и Ci являются функциями величин ki 1== k(Xi I),ki k(Xi),

ki+l == k(Xi+!), а h шаr равномерной сетки.

Будем обозначать: Ср класс функций, имеющих р непрерывных про--

изводных в интервале (О, l); Qp класс функций, кусочно непрерывныхи

имеющих кусочно--непрерывные производные до  roпорядка в интервале

(О, О. Будем считать, что f с С1 .

Докл. АН СССР. 1956. Т. 108, N. 3. С. 393 396.



Оп р е Д е л е н и е 1. Разностную схему будем называть однородной,
если Ai == A(ki l,ki , ki+l), Ci == C(ki l,ki , ki+1), Bi == B(ki l,ki, ki+l), Ины 
ми словами, для однородной схемы вычисление коэффициентов Ai ,

Bi и Ci

происходит во всех точках по единому закону.

О п р е Д е л е н и е 2. Трехточечную однородную разностную схему бу 
дем называть линейной, если функции А(а,,8, 1'), В(а,,8, 1'), С(а,,8, 1') ли 
нейны относительно своих aprYMeHToB, т. е.

A==a la+ao,8+all', B==b la+bo,8+bll', C==Cla+co,8+Cll', (3)

rде as , bs (8 ==  1,О, 1) постоянные числа.

В этой заметке мы оrраничимся изучением только линейных ОДНОРОk

ных схем.

О п р е Д е л е н и е 3. Пусть Ly некоторый дифференциальный опе.-

ратор т roпорядка, а LhYi некоторый разностный оператор, определен 

ный для всякоrо значения h ho. Будем rоворить, что разностный оп!?

ратор LhYi имеет в точке Xi локальный порядок точности, равный п, если

разность LhYi (LY)i == O(h
n

), rде У(Х) произвольная функция, имеющая

(п + т) юнепрерывную производную.

Оп р е Д е л е н и е 4. Разностная схема L ki)Yiдля дифференциально--
ro оператора (1) имеет порядок п, если для всякой функции k(x) из клас 

са Cn+1 (п == 1,2) соответствующий разностный оператор LhYi имеет п й

локальный порядок точности.

Оп р е Д е л е н и е 5. Разностная схема называется безавостной, если

краевая задача для нее разрешима при любом заданном шаrе h, любых
значениях коэффициентов и любой правой части уравнения.

Если разностная схема не удовлетворяет такому условию, то при Ma 

шинном счете для этоrо значения h и этих коэффициентов и правой части

будет иметь место аварийный останов машины (<<авост» ). Так как нали 

чие маШИнноrо авоста, вызванное неудачным выбором шаrа h, не означа 

ет неразрешимости краевой задачи для дифференциальноrо уравнения, то

такой авост естественно назвать схемны,м, авосто,м,.

3. Рассмотрим схему (2) для k(x) с С2 и потребуем, чтобы она имела

первый порядок точности:

Lhy == Ly + O(h) == ky" + k'y' + O(h). (4)



Разлаrая у(х) в окрестности х == Xi, получим

L(ki )
.

Ai + Ci + Bi
.

Bi Ai , Bi + Ai "
O(h)h Y 

h2
Y +

h Yi + 2 Yi + .

Сравнение с (4) дает

(5)

Ai + Ci + Bi == О(h
З
),

Bi Ai == k h+ O(h
2
),

Bi + Ai == 2ki + O(h).

(6)

Отсюда следует, что

Ai
1

hk 
O(h

2
)Qi     +.

Bi ki

Для линейных схем отсюда также получаем

(7)

Ci ==  (Ai+ Bi), (8)

a l+ ао + al == 1, b l+ Ьо + b1 == 1, (b1 b l) (al a l)== 1. (9)

4. Пусть точка разрыва функции k(x) из класса Q2 и

k( О) == kл =1- kп == k( + О) .

Решение уравнения (1) У == у(х) удовлетворяет при х == условиям сопря 

жения

Ул == Уп == y( ), kлул' == kпуп' == w.

Разлаrая у(х) и k(x) в окрестности точки х == == хn + fJh (О < fJ < 1),
получим:

LhYn == (LY)n + , LhYn+l == (LY)n+1 +  +1, (10)

D == [В
(1 fJ)kл + fJkп Аn

] O(h)'Н'7/. n

kлkп kл
W + "

(11)
D == [

Вn+1
А

(1 fJ)kл + fJkп

] O (h)Hn+l
kп

n+l
kлkп

W + .



Если в окрестности точки при I  xl< с:о, rде С:О > О любое число, не

содержится друrих точек разрыва и f (х) дифференцируема, то для схемы

1 roпорядка точности разность Zi == Yi Yi удовлетворяет уравнениям

BiTi+l == AiTi i{Ji, Ti == Zi Zi l,

i{Ji == i{Jnдi,n + i{Jn+lдi,n+1 + O(h
3
);

J:.. {
1,

UtJ
О,

z ==),

i=f=j;

(12)

<рn == O(h), <Рn+l == O(h).

5. Л е м м а. Пусть не'К:оторая фи'К:сированная то'Ч,'К:а интервала

(О, [) и Zi
== Yi Yi удовлетворяет условuя.м (12) для люБО20 ша2а h, npи 

'Ч,е,м хn < < хn+l' Для сходи,мости любой последовательности решений

yf разностНО20 уравнения LhYi == fi 'к: решению Yi дифферен'ЦиалЬНО20
уравнения (1) в не'К:оторо,м интервале I х I < с:о (с:о > О) необходимо

выполнение условия

дn == Аn+1 <рn + Вn<Рn+1 == о(h), (13)

2де o(h) О при h О быстрее, 'Ч,е,м первая степень h.

Полаrая в условии (13) <рn == Rnh, 'Рn+1 == Rn+1h и пользуясь для Rn и

Rn+1 формулой (11), получаем необходимое д условиесходимости разност 

ной схемы в точке разрыва:

дn ==
ВnВn+1 АnАn+1

== O(h).
kп kл

(д)

6. Для линейных схем 1 roпорядка из д условияполучаем 4 уравнения

для ak и bk (k ==  1,0,1), решая которые совместно с уравнениями (9),
приходим к следующим 4 семействам схем:

1. Ai == (1 aO)ki l+ aOki ,

П. Ai == (1 aO)ki l+ aOki ,

ПI. Ai == ki l+ aOki aO ki+l,
IV. Ai == ki l+ aOki aOki+l,

Bi == (1 ao)ki + aOki+l == АНl'

Д == (1 ao)ki l (1 ao)ki + ki+l.

Д == (1 + ao)ki aOki+l'

Bi == (1 + ao)ki l (1 + ao)ki + ki+l.



7. Условие безавостности, предъявляемое нами к разностным схемам,

означает, что Ai =1= О и Bi =1= О при любых значениях {ki }. в самом деле,

рассмотрим краевую задачу Уа
== О, TN+1 ==

YN+1 YN == О и предположим,

что n наибольший номер, при котором Аn == О. Если Bi =1= О для i n, то

можно написать:

N

2

ПTN+1
== Jn+1h ат

т==n+1

N 1

L h
2
7k

k==n+1

N

П
2

ат JNh
m==k+ 1

(fi == Ji/Д).

Полаrая Ji == О для n + 1 i < N, а 7N =1= О, получим TN+1 =1= О,
т. е. разностная краевая задача неразрешима. Если Вт == О при m > n, то

аналоrичное рассуждение также приводит к противоречию. Если Вn == О,
то аналоrичные рассуждения следует провести для задачи Т

1
== О, YN+1

== О.

ДЛЯ линейных однородных схем требование безавостности означает

неотрицательность as и bs (8 ==  1,О, 1).

8. Нетрудно видеть, что из четырех схем, полученных в п. 6, только

первая схема

Ai == (1 ao)ki 1+ aOki ,
Bi

== АН1 при О ао 1

является безавостной.

Если Bi == Ai I 1, то такую разностную схему БУll.ем нюывать 'К:OH(;p'pAa 

тивнои. Для консервативной схемы можно ввести понятие потока

Ai(Yi Yi 1)
Wi 1j2

==

h
'

относимоrо к <<полуцелой» точке х ==

Xi 1j2,И записать разностное ypaBHe 

ние в виде

Щ 1j2 Щ+1j2
==  qi, qi == Ji h . (14)

Если уравнение (14) интерпретировать как некий «закон сохранения»

для интервала (Xi 1j2'Xi+1j2), означающий, что разность потоков равна

источнику qi, то для консервативной схемы закон сохранения для любоrо

интервала (Xm 1j2'Xn+1j2) имеет вид

n

Wm 1j2 Wn+1j2
== L Qi.

i==m



Формулу
Ai(Yi l Yi)

Wi 1/2
==

h

следует рассматривать как интерполяционную формулу для вычисления

потока W ==  ky'при х ==

Xi 1/2'
Нетрудно заметить, что всякая консервативная схема l roили 2 ro

порядка точности удовлетворяет б условию.
Если точки разрыва k(x) являются узловыми точками разностной

сетки, то формулы для Ai И Bi следует брать в виде

Ai == (1 ао)ki l,п+ аоki,л, Bi == (1 ао)ki,п + аоkНl,л == Ан1 .

9. Те о р е м а 1. Пусть L ki)Yi однородная, линейная, тpexтo 

'Ч,е'Ч,ная разностная схема, удовлетворяющая требованию безавостности,
необходимому б условиюсходимости на разрыве. ТО2да:

1) если она имеет l йnорядо1\, то'Ч,ности, то она принадлежит oд.н,o 

nара.метри'Ч,ес'К:ому семейству 'К:онсервативных разностных схем:

Ai == (1 ao)ki l+ aoki, Bi == Ан1 , О ао 1; (15)

2) если она имеет 2 йnорядо'К: то'Ч,ности, то она определена oдHO 

зна'Ч,но:

Ai == 0,5(ki 1+ ki), Bi == АН1 (ао == 0,5). (15')

Т е о р е м а 2. Решение разностной 'К':[JCLeвoй зада'Ч,и

1
LhYi ==

h (Щ 1/2 wHl/2) == fi, Щ 1/2== Ai(Yi l Yi),

Уо == О, w
N+1/2

== О,

Ai == (1 aO)ki l+ aokт, (О ао 1)

сходится 'к: решению 'К':[JCLeвoй зада'Ч,и (1), если 1\,оэффиv,иент k(x) с Ql.
Если k(x) с Q2, то

Zi == Yi Yi == O(h).
Аналоrичные теоремы имеют место и для линейных краевых условий

друrих типов.

Поступило 24 1 1956



МАТЕМАТИКА

о ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ

ФУНКЦИОНАЛОВ В КЛАССЕ РАЗРЫВНЫХ

ФУНКЦИЙ

Чле1-/, корреСnО1-/,де1-/,тАН СССР А. Н. ТиХО1-/,ов и А. А. Самарский

Как известно, всякий линейный функционал А[Л, определенный в клас 

се СО непрерывных функций, заданных в интервале (а, Ь), представляется

с помощью интеrрала Стилтьеса

ь

А[!] == J f(x) da(x),
а

rде а(х)  функцияс оrраниченной вариацией (теорема Рисса). Известно

также, что этот функционал может быть продолжен на класс Qo кусочно--

непрерывных функций. Однако это продолжение неоднозначно.

Цель настоящей статьи дать представление для произвольноrо линей 

Horo функционала, определенноrо в Qo.

1. Рассмотрим линейный функционал А[Л, определяемый условиями

1) А[Л + f2] == А[Л] + Аи2];

2) IA[J]j :::;; М sup IfI
в классе Qo(f) кусочно--непрерывных функций, заданных в интервале (а, Ь).

Рассмотрим кусочно--непрерывные функции

{
1' при a<x< ;

17 (X)==
О, при  :::;;х < bj

{
l, при x== ;

7r (X)==
О, при х =1=
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и обозначим

a( )== A[1J (x)], и( )== А[ч(х)].
В частности, а(Ь) == A[l], так как 1Jb(x) == 1.

В дальнейшР.м будет показано, что функции a( )и и( ),которые мы Ha 

зовем х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и , однозначно определяют линейный

функционал на Qo.

2. Л е м м а 1. Существует не более с'Ч,етНО20 'Ч,исла то'Ч,е'К: (1, (2,...
'"

, (j,..., в 'К:оторых и( )i- О, nри'Ч,е.м

со

L 1(j((j)1 м.

j==1

Будем называть линейный функционал А[!] == f(()(j((), rде а < ( < Ь,
про с т е й ш и м т о ч е ч н ы м Ф у н к Ц и о н а л о м т о ч к и (.

Линейный функционал, представимый в виде суммы простейших
точечных функционалов:

со

А[!] == L(jjf((j)
j==1 ( I";I.; м).

будем называть т о ч е ч н ы м Ф у н к Ц и о н а л о м .

Линейный функционал Аи] будем называть р е r у л я р н ы м, если

д'( )== A[7r (X)]== О при любом а < < Ь.

3. Покажем, что всякий линейный функционал А[!] может быть преk

ставлен в виде суммы реrулярноrо и точечноrо линейных функционалов.
Рассмотрим точечный функционал А

*

[Л, равный

со

А*[!] == L(j((j)f((j),
j==1

rде
со

O"((j) == А [7r(j (х)], L 100((j)1 м.

j==1

Линейный функционал

А[!] == А[!] А*[Л,



как нетрудно заметить, является реrулярным и имеет норму М :::; 2М.

Отсюда и следует возможность представления

А[!] == А[!] + А*[Л.

Характеристическая функция для А
*

[!] равна

a*( )== A*[7J (X)]== L O'((j),
(j< 

а характеристическая функция дЛЯ А[!] дается формулой

a( )== A[7J (X)]== a( ) a*( ).

4. Л е м м а 2. Фун'К:'U,ия a( )имеет 02рани'Ч,енную вариа'U,ию.

Всякая функция оrраниченной вариации в каждой точке имеет правое

и левое предельные значения:

ап( )== a( + О), ал( )== a( О).

л е м м а 3. Существует не более с'Ч,етНО20 'Ч,исла то'Ч,е'К: 6,6,...
.. .

,  i" .., в 'К:отор'ых ал( i)=1- a( i)или a( i)=1- an( i)'

Следует отметить, что a( )является также функцией с оrраниченной

вариацией.

5. Рассмотрим функционал

А [!] == А [!] L fп( i)[ап( i) a( i)] L fл( i)[а( i) ал( i)]
 i<  i  

И ero характеристическую функцию

й( )== A[7J (X)]== ал( ) L [ап( i) ал( i)]'
 i< 

Эта формула имеет место как в том случае, коrда точка разрыва функ 
ции a( ),так и в случае, коrда есть точка непрерывности и ал( )== a( ).

Л е м м а 4. ФУН'К:'U,UЯ й(О неnрер'ывна при а < < Ь и

(1)

a( )== A[7r (x)1== о.

Отметим, что й( )имеет оrраниченнуlO вариацию М :::; 2М .



Л е м м а 5. Если для не'К:отОрО20 ре2УЛЯРНО20 Фун'К:ционала А [!] xapa'К: 

теристи'Ч,ес'К:ая Фун'К:ция a( )неnрер'ывна, то в 'К:лассе Qo(J) имеет .место

представление
ь

А[!] == J f(x) da(x).
а

в самом деле, разобьем интервал (а, Ь) на части точками х == xi, вклю--

чая все точки разрыва функции f(x), и возьмем ступенчатую функцию

](х) == fп(Хi l), Xi l< Х :::; xi.

Разность f(х) ](х) можно представить в виде

f(x) ](х) == €(x) + I)f(Xi l) fIl(Xi l)]7rXi l(х),
i

rде €(х) кусочно--непрерывнаяфункция, причем 1€(x)1 < €o при достаточ 

но rустой сети. Отсюда следует, что

I A[f(x)J А[](х)]! :::; M€o (a(xi) == О)

или

,А [!] L fп(Хi l)[а(Хi) й(Хi l)]1:::; M€o.
i

Переходя к пределу при Дх == Xi xi 1 -.......t О, получаем

Ь

А [!] == lim L fп(Хi l)[а(Хi) й(Хi l)]== J f(x) da(x).
Дx o

i
а

Из построения а(х) видно, что эта функция является непрерывной
частью функции а(х).

6. Таким образом, имеет место

Те о р е м а 1. Вся'К:иu линеuнЪLU Фун'К:ционал А[Л, оnределеннЪLU в 'К:Лас 

се Qoи) 'К:усо'Ч,но неnреРЪLвнЪLХФун'К:циu f(х), задан'НЪLХ на интервале (а, Ь),
.может б'ытъ представлен в виде

ь
00

А[!] == J f(x) da(x) + {fп( i)[ап( i) a( i)J+
а

 ==1
00

+ fл( i)[а( i) ал( i)]}+ L a((j)f((j), (2)
j==l



2де

а(О == a( ) L a((j);
(j< 

a( ) и a( ) хара'К:теристи'Ч,ес'К:ие фун'К:'U,ии фун'К:'U,ионала А[Л; a( )
непрерывная 'Ч,аст'Ь фун'К:'U,ии a( ),вЪL'Ч,исляе.мая по формуле (1).

Отметим, что для непрерывной функции

ь
00

А[Л == J I(x) cta(x) + L I( i)[ап( i) ал( i)],
а

i l

т. е. реrулярный функционал А[Л полностью определяется характеристи 

ческой функцией a( )в точках ее непрерывности.

7. Линейный функционал
00

r[J] == L[W)O) I( j)+ WY) Iл( j)+ W?) Iп( j)], rде W)O) + wY) + W?) == о,
j l

будем называть н у л ь Ф у н к Ц и о н а л о м .

В классе СО(!) нуль функционалвсеrда равен нулю. Если r == rR

реrулярный функционал, то w O)== О, w l)==  w(2)иJ J J

00

]
(2)rR [1 L.J

W
j [1п ( j) 1л ( j)] .

j l

т е о r Р. м а 2. Разност'Ь двух линеuн'ых фун'К:'U,ионалов, совпадающих
на Со(Л, является на QO и) нул'Ь фун'К:'U,ионалом.

8. Линейный функционал А[!] будем называть н е о т р и Ц а т е л ь

н ы м (п о л о ж и т е л ь н ы м), если А[!] О при 1 О (А[!] > О при

1 Е > О).

Т е о р е м а 3. Для неотри'U,ател'Ьности (nоложител'Ьности) линеu 

НО20 фун'К:'U,ионала А[Л необходимо и достато'Ч,но, 'Ч,тобы вЪLnолнялис'Ь

условия:

1) хара'К:теристи'Ч,ес'К:ая фун'К:'U,ия a( )ре2УЛЯРНОU 'Ч,асти А [Л фун'К:'U,ио 
нала А[!] является неубывающеu фун'К:'U,иеu;

2) хара'К:теристи'Ч,ес'К:ие 'К:оэффи'U,иентыа((j) неотри'U,ател'Ьны: a((j) о;

3) а(Ь) == А[l] > О).



9. Назовем линейные реrулярные функционалы А[!] и В[Л, опре 

деленные на Qo (1), в з а и м н о с и м м е т р и ч н ы м и , если выполнено

условие

B[f(x)] == A[п x)]

для любой функции f(x) Е Qo, заданной в интервале (а, Ь).

т е о р е м а 4. Условия

а(Ь) == (3(Ь), Ь ==  a, (3( )+ а(  )== а(Ь) == (3(Ь)

необходи.м:ы и достато'ч,ныl для взаимной cu.м.мeтpии А[!] и В[Л.

10. Для некоторых приложений требуется представление линей 

ных функционалов на Qm(l) (т > О), rде Qm класс функций, кусочно--

непрерывных в (а, Ь) вместе со своими производными до ffi ro порядка

включительно. Поскольку характеристические функции a( )== A[7J (X)]
и a( )== А[ч(х)] функционала А[!] определяются при помощи функций,
входящих в класс Qm, то дЛЯ А[Л, определенноrо на Qm(l), имеет место

представление (2).
Нетрудно убедиться в том, что линейный функционал А, заданный на

Qm, может быть однозначно продолжен и на более широкий класс функ 
ций, например, на класс функций RCi(x)(J), удовлетворяющих следующим

условиям:

1) f (х) оrраниченная, измеримая на (а, Ь) функция;
2) f(x) имеет правое и левое предельные значения fл и fп во всех точках

разрыва функции а(х).

Поступило 20 УI 1958



МАТЕМАТИКА

ОБ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ

Член/к;орреспо'Нде'Нт АН СССР А. Н. Тихо'Нов и А. А. СамарС'к;ий

в статье [1] была поставлена задача об отыскании разностных схем,

приrодных для единообразноrо решения дифференциальных уравнений в

возможно более широком классе коэффициентов. Настоящая работа явля 

ется дальнейшим развитием работы [1].

1. Рассмотрим уравнение

Lu ==  f(x) (О < х < 1), (1)

rде L некоторый линейный дифференциальный оператор.

Пусть SN (хо == О, Х1 == h,..., Xi == ih,..., XN == Nh == 1) разностная

сетка;

LhY? ==  Fih (2)
разностное уравнение, соответствующее уравнению (1).

Линейный разностный оператор Lh определяется при помощи матрицы

коэффициентов at системы линейных уравнений (2), являющихся функ 
1

циями шаrа разностной сетки h ==

N
' ДЛЯ получения разностных ypaBHe 

ний (2), кроме Toro, необходимо задать функционалы Fih[J], определенные

в некотором классе {f(x)}, и rраничные условия.

2. Рассмотрим класс уравнений

L(p(X))u == f(x). (3)

Функции (р(х)) == {Р1(Х),Р2(Х)"" ,Рт(Х)} назовем 'К:оэффи'U,иента,м,и
уравнения (3).

Класс дифференциальных уравнений (3) будет определен, если фикси 
рован тип оператора L и указан класс, к которому принадлежат коэффи 
циенты (р(х)).

Докл. АН СССР. 1958. Т. 122, N. 4. С. 562 565.



Пусть L )обозначает класс разностных операторов Lh, элементы MaT 

рицы at которых являются функционалами, определенными в рассматри 

ваемом классе коэффициентов (р(х)) и зависящими от параметра h. Такую

матрицу функционаJIL )== (at[P(x)]) будем называть разностной схемой.

3. Введем необходимые для да.i1ьнейшеrо определения:

1. Назовем C;h(f) класr. функций f(x), имеющих m юпроизводную,

удовлетворяющую на отрезке [0,1] условию rельдера порядка / > О. Если

m япроизводная непрерывна, то соответствующий класс функций будем
обозначать Сти). В частности, сои) есть класс непрерывных функций.

2. Будем rоворить, что f(x) принадлежит классу Qm(f), если f(x) и ее

m производных кусочно--непрерывны на (0,1). Если, кроме Toro, m япро--

изводная в каждом из интервалов непрерывности удовлетворяет условию

rельдера порядка /, то соответствующий класс назовем Qin. В частности,

Qo класс кусочно--непрерывных функций.

3. Пусть и(х) есть некоторое решение уравнения

Lu == f;

yf соответствующее решение уравнения

Lhyf ==  Fi\ zf == yf U(Xi);

z(x, h) функция, равная zf при х == Xi И линейная между соседними узло--

выми точками сетки. Будем rоворить, что разностный оператор Lh сходит 

ся к дифференциальному оператору L, если функция z(x, h) равномерно

стремится I( пулю при h О и произвольной функции f(х) из HeKoтoporo

класса, т. е.

Iz(x, h)1 < p(h), rде p(h) О при h О.

Если z(x, h) == O(h
n

) или Iz(x, h)1 < Mh
n

, rде М положительная

постоянная, зависящая от выбора функции f(x), то будем rоворить, что Lh
имеет n й(интеrральный) порядок точности относительно L.

4. Разностный оператор Lh имеет n йпорядок аппроксимации относи 

тельно оператора L, если найдется такое т, что для любой функции у(х) из

класса Ст при всех значениях N и во всех точках разностной сетки будем
иметь

/LhYi (LY)il :::; Mh
n

,



rде М положительная постоянная, зависящая от выбора у(х). Анало 
rично можно rоворить о порядке аппроксимации на некотором отрезке

[а, Ь] с [0,1].

5. Если при любом выборе коэффициентов (р(х)) из заданноrо функ 
циональноrо класса разностная схема дает разностный оператор Lh, схо--

дящийся к оператору L, который соответствует выбранным коэффициен 
там (р(х)), то разностную схему L )будем называть сходящейся в данном

классе коэффициентов. Аналоrично будем rоворить, что разностная схема

L )имеет n йинтеrральный порядок точности (или n йпорядок аппрок 

симации) в данном классе коэффициентов, если для любых функций (р(х))
из этоrо класса разностный оператор Lh имеет n йинтеrральный порядок
точности (n йпорядок аппроксимации).

6. Разностные схемы L )и L )эквивалентны в смысле сходимости в

некотором классе коэффициентов (р(х ) ), если для любых функций из этоrо

класса разность у(х, h) у(х, h) равномерно стремится к нулю при h -------+ О.

Если у(х, h) у(х, h) == O(h
n

) (или L )Yi L )Yi== O(hn )) при любой

функции р(х) из данноrо класса, то разностные схемы L )и L )имеют
n йинтеrральный (или локальный) порядок эквивалентности.

Очевидно, что:

Если L )и L )имеют n йпорядок точнuсти, то они имеют n йинт 

rральный порядок эквивалентности.

Если L )и L )имеют n йинтеrральный (или локальный) порядок эк 

вивалентности и L )имеет n йпорядок точности (или n йпорядок аппрок 

симации), то и L )обладает тем же свойством.

7. Будем называть разностную схему

L )== (at[p(x)])
си.м.метри'Ч,ной схемой, если разностный оператор Lh остается неизменным

при изменении направления оси х. Условия симметрии имеют вид:

1) at[P(x)] == af,2i j[p(2xi+ х)] (Xi == ih);

2) О (2i j)h 1.

8. Разностная схема L )называется однородной схемой, если элемен 

ты at матрицы Lh во всех точках i определяются единообразно для всех



функций (р(х)), т. е. являются функционалами вида

at[p(x)] == aJ i[P(s)], 15(8) == P(Xi + sh),  nl:::;j i :::; n2'

Если однородная схема симметрична, то

1) n
1
== n2;

2) aJ i[P(xi+ sh)] == a? j[p(xi sh)].

4. Рассмотрим на отрезке О :::; х :::; 1 первую краевую задачу для
класса уравнений

L(p)u == [
du

] == f(x), (О < Мl :::; р(х) :::; М2), (4)dx р(х) dx

Пусть
(Р) 1

[
1 1 1

]Lh Yi ==

h2 A 
Yi l+

Ch
Yi +

b,!-
УНl (5)

трехточечная однородная разностная схема, коэффициенты которой

А? == Ah[p(xi + sh)], Bf == Bh[p(Xi + sh)], Cf == Ch[p(Xi + sh)),

rде Ah[P(s)], Bh[P(s)], Ch[P(s)] суть функционалы от функции p(s), задан 

ной для 1 < s < 1. Для Toro чтобы разностная схема имела в классе Ст (р)
(т k+ 1, k == 1, 2) k йпорядок аППРОКСИI\IaЦИИ, необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условия

J... J... O (hk+2 )A 
+

С'!-
+

В'!-
,

1

[
1 1

] p k 1

(
1 1

)
1 k

== + O (h ) + == + O(h ).
h Bh A Р?

'

2 Bh A р-
z z

(6)

(7)

л е м м а 1. Если разностная схе.ма (5) u.мeeт k u'nорядо'К: annpo'К:cи 

мации, то и схема

LY:)Yi == :2 [ ;!t (УНl Yi)  h(Yi Yi l)] (8)

обладает тем же свойство,м,.



5. Однородную разностную схему (8) будем называть р линейной

(или просто линейной), если:

1) Ah[P] и Bh[P] являются линейными реrулярными функционалами [2];

2) при О :::; h :::; ho < 1 имеет место представление

Ah[p] == А(О) [р] + hA(l) [р] + h
2А(2) [р] + Ор(h

З
),

Bh[p] == В(О)[р] + hB(l)[p] + h
2 B(2)[p] + Ор(h

З
),

(9)

rде IОр(hЗ)1 < Крh
З

; Кр постоянная, зависящая от выбора 15, причем все

коэффициенты при степенях hO
, h, h

2
являются линейными реrулярными

функционалами. Линейная разностная схема

(р) 1

[
1 1

]Lh Yi ==

h2 Bi
(Yi+1 Yi)

Ai
(Yi Yi l) ,

(10)
Ai

== A[P(Xi + 8h)], Bi == B[P(Xi + 8h)]

называется 'К:анони'Ч,ес'К:ой, если функционалы А[Р(8)] и В[Р(8)] не зависят

от h.

Л е м м а 2. Если линейная разностная схема вида (8) имеет k uno 

рядо'К: аnnро'К:си,м,ации (k == 1,2), то и соответствующая ей 'К:анони'Ч,ес'К:ая

схема, У 'К:оторой А == А(О), В == в(О), та'К:же имеет k unорядо'К: annpo'К: 

симации.

Отметим, что для схемы первоrо порядка аппроксимации должны

выполняться условия

А[l] == 1, В[l] == 1, В[8] А[8] == 1,

а для схемы BToporo порядка аппроксимации условия

А[l] == 1, В[l] == 1, А[8] ==  0,5, В[8] == 0,5, А[8
2

] == В[8
2
].

Л е м м а 3. Если 'К:анони'Ч,ес'К:ая схема nервО20 nоряд'К:а аnnро'К:си,м,ации

симметри'Ч,на, то она имеет второй nорядо'К: аnnро'К:симации.

6. Требование определенности L )в Qm(P) означает, что Ai f: О,
Bi f: О ни в одной точке разностной сетки для любой функции р Е Qm.
Эти условия будут выполнены, если функционалы А и В являются поло--

жительными (А[р] > О, В[р] > О при 15(8) > О) (см. [2]).



Если каноническая схема L )симметрична и функционалы A[P(s)],
В [р( s)] положительны, то такая разностная схема называется нормалъной.
В дальнейшем мы будем рассматривать нормальные схемы.

Связь между порядком аппроксимации и порядком точности YCTaHaB 

ливает следующая

т е о р е м а. Сходи,м,остъ нормалъной разностной схемы в смысле an 

nро'К:сима'Ции необходи,м,а и достато'Ч,на для инте2ралъной сходимости,

то'Ч,нее:

1) Если нормалъная схема сходится в Cl(р), то она имеет первый

nорядо'К: аттро'К:си,м,а'Ции в С2 (р) и, в силу симметрии, второй nорядо'К: an 

nро'К:сима'Ции для р(х) Е Сз .

2) Если нормалъная схема имеет второй nорядо'К: аnnро'К:сима'Ции в

Сз (р), то она сходится в Cl(p), имеет nерв'ый nорядо'К: то'Ч,ности в С2(Р)
и второй nорядо'К: то'Ч,ности в С3 (Р).

Вопросы о сходимости и порядке точности нормальных разностных схем

в классе Qm(P) будут рассмотрены отдельно.

Поступило 20 УI 1958

Список литературы

1. ТUХО1i,ов А. н., Са.марс1СUЙ А. А. О разностных схемах для уравнений с

разрывными коэффициентами // Докл. АН СССР. 1956. Т. 108, N 3.

С. 393 396.

2. ТUХО1i,ов А. н., Са.марс'lCUЙ А. А. О представлении лшrейных функционалов
в классе разрывных функций // Докл. АН СССР. 1958. Т. 122, NQ 2.

С. 188 191.



МАТЕМАТИКА

О СХОДИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

В КЛАССЕ РАЗРЫВНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Чле'Н/к;орресnо'Нде'Нт АН СССР А. Н. Тихо'Нов и А. А. Са.марск;иl1

Мноrие разностные схемы, применяемые для решения дифференциаль 
ных уравнений с переменными коэффициентами и сходящиеся в классе

rладких коэффициентов, являются расходящимися в случае разрывных KO 

эффициентов. Цель настоящей статьи установить необходимые условия

сходимости разностных схем в классе разрывных коэффициентов для ypaB 

нения

d

[
1 du

]Lu == ==  f(x)
dx р(х) dx

(О < х < 1, О < т :::;; р(х) :::;; М), (1)

а также дать общую характеристику класса нормальных [11 схем, удовле 

творяющих необходимому условию сходимости.

п. 1. Рассмптрим класс дифферСIIЦИальных оператuров L(p)u, опреде 

ленных на интервале О < х < 1, и соответствующую нормальную разност 

ную схему (см. [1]) L ),определенную на равномерной разностной сетке

SN (хо == О, Х1 == h,.. .

, xi == ih, . .

.,
хN

== Nh == 1):

L(P) . [
УН1 Yi Yi Yi 1

]h y 
h2 Bi Ai

' (2)

rде Ai == A[P(s)], Bi == B[P(s)] при p(s) == P(Xi + sh) ( 1< s < 1); А и В

нормальные, т. е. линейные реrулярные, положительные и не зависящие от

h функциона.iIЫ, удовлетворяющие условию взаимной симметрии [2].

п. 2. Будем называть L )к в а з и к о н с е р в а т и в н о й раз н о с т

н о й с х е м о Й, если Bi == АН1 или B[P(Xi + sh)] == А[р(ХН1 + sh)] в клас 

се Ст (р). Если А и В линейные реrулярныс функционалы, то условие

квазиконссрвативности означает, 'ITO:

ДОКЛ. АН СССР. 1959. Т. 124, N. 3. С. 529 532.



1) функционал A[P(s)] определен для функций p(s), заданных на интер 

вале  1< s < О, а B[P(s)] на интервале О < s < 1;

2) в классе разрывных коэффициентов Qm(P)

B[P(s)] == А[р(l + s)] + r[p(s)],

rде r[p (s)] нуль функционал(см. [2]).

Если условие Bi
== Ан! выполняется и в классе Qm(P), то разностную

схему L )мы будем называть консервативной схемой. В этом

случае B[P(s)] == А[р(l + s)] для p(s) Е Qm, и разностный оператор L )
IIIОЖНО представить в виде

L(P) . == [
Ун! Yi Yi Yi l

] == Д ( \7 . )h У2
h2 Ан Ai h2 А

У2'

п. 3. Перейдем к изучению вопроса о сходимости в Qm(P) нормальной
разностной схемы (2), имеющей 2 йпорядок точности в Ст(р) (т 3).
Предположим, что р(х) из Qm имеет разрыв l roрода в точке х == ( (О <
< ( < 1), причем ( == Хп + (}h, о :::;; () :::;; 1, rде Хп

== nh узловая точка

разностной сетки SN (h == l/N). Очевидно, что () == (}(h), n == n(h).
Вычислим поrрешность схемы L}Т:) в окрестности точки Х == (. Если

рЕ Qm (т 3), то поrрешность аппроксимации

<Pi == LhUi (LU)i == O(h
2
) при i =1= n, i =1= n + 1,

rде и == и(х) решение дифференциальноrо уравнения (1).
Для 'Рп и 'Рп+! получаем выражения

'Рп == [
(}Рл +

 п (})Рп
Z ] +  п[(1 (})2и (}2и ]+

1

(
1

)
'

о
+
Ап

(0,5 + (})и ри' л

+ O(h) == 'Рп + O(h), (3)

'Рп+! ==

w

[
(}Рл + (1 (})Рп

]  [(1(})2и (}2и ]+
It Вп+ ! Ап+ ! Ап+ !

+  (1,5 (})1l ( и')
'

+ O(h) == 'P +!+ O(h), (4)
Вп+ ! Р п

rде w == и /рл== и /рп,fл == f(( О), fп == f(( + о).



Если р(х) Е QI, то

'Pi == O(h"Y) при i =1= n, i i= n + 1;

'Рn == 'P + O(h"Y), 'Рn+l == 'P +l+ O(h"Y);

10(h"Y)1 < Kh"Y (, > О);

к положительная постоянная, зависящая от выбора функции р(х).

п. 4. Рассмотрим отрезок [х, х], целиком лежащий внутри отрезка [0,1]
и содержащий фиксированную точку Х == (, х < ( < х. Точка Х == ( принаk
лежит некоторому интервалу сетки SN' так что Хn :::;; ( :::;; Xn+l. Рассмотрим

разностное уравнение

LhZi ==  2[ Zi+ ;
Zi Zi

  i l] ==  'l/Ji (х < Xi < х) (*)

и предположим, что коэффициенты А?, Bf и правая часть 'l/Ji удовлет 

воряют условиям:

I. Существуют такие т> О и М > О, что т:::;; А?:::;; М, т:::;; Bf:::;; М.

П. Существует такое Ь > О, что Иi e bhпри Xi > ( + h (i > n + 1);
Иi:::;; e+bh при Xi < ( h(i < n); Щ == BflA'i+l'

ПI. IV'il < p(h), rде p(h) -----t О при h. == 1jN -----t О, если i i= n и i i= n + 1.

Пусть zf решение уравнения (*), а z(x, h) полиrональная функция.
Л е м м а 1. Если для уравнения (*) в'ыnолнены условия I, П, ПI и cy 

ществует не'К:оторая nоследователъностъ решений Z (Х, hN) уравнения (*),
равно.м.ерно сходящаяся 'К: НУЛЮ при hN -----t О (N -----t 00), то въшолняется

условие

д((, h) == h(A n + 'I/J  l) == p(h) -----t О при h == hN -----t О. (5)
N+l n

Л е м м а 2. Если въшолнены условия ле.м..м.ы 1 и, 'К:ро.м.е тО20:

1) Фi == 0(h
2
) или I'l/Jil < C1 h

2
при i =1= n, i i= n + 1;

2) Iz(x, hN)1 < C2h2 на не'К:оторой nоследователъности сето'К: SN'

то въшолняются условия

д((, h) == 0(h
2
), 'Фn == 0(1), 'Фn+1 == 0(1). (6)



п. 5. Обозначая и(х) решение дифференциальноrо уравнения

L(p)u == f(x),

а Yi решение уравнения

L )y==  Fih, Fi
h

== F[j(s)], f(s) == f(Xi + sh),

rде F нормальный симметричный функционал, удовлетворяющий усло--
вию нормировки F[l] == 1, получим для разности Zi == Yi U(Xi) уравнение

L )Zi ==  Фi, Фi == 'Pi + Fi
h

f(Xi).

Пусть L ) нормальная схема 2 roпорядка аппроксимации; р Е Ql,
f Е Q;j. Если == Хn + ()h (О < () < 1) точка разрыва р(х) и f(x), то

Фi == O(h"Y) при i i- n, i i- n + 1 (условие III). Нетрудно убедиться в том,

что условия II и III из п. 4 также выполнены. Подставляя в формулу (5)
выражения (3) и (4) для 'Рn и 'Pn+l и учитывая, что

p f(xn ) == 0(1), F +l f(Xn+l) == 0(1),

получим необходимое условие сходимости однородной разностной схемы

L;:) в классе кусочно непрерывныхи кусочно rладкихкоэффициентов р(х).
Это условие имеет вид:

BhBh AhAh
n n+l n n+l

== p(h) О при h О.
Рп рл

(8)

Аналоrично, подставляя в (6) выражения (3) и (4) для фn И Фn+l, по--

лучим, В силу леммы 2, необходимые условия 2 roинтеrральноrо порядка

точности схемы L )в Qm(P):

1/J
h

n
+

1/Jn+
h

l
== O(h), 0(1)'Рn ==

,

An+l Вn
'Pn+l == 0(1).

п. 6. Пусть L ) нормальная, сходящаяся в Ст(р) схема. Представим

р(х) в виде суммы

р(х) == р(х) + р(х),



rде

р(х) == рл == p( О) при х <  ;

р(х) == рп == p( + О) при х > (,

а функция р(х) непрерывна, причем

p( )== О, Рл' == p , Рп' == p .

Поэтому
A[jJ(xn + sh)] == O(h), B[jJ(xn + sh)] == O(h),

и, следовательно,

Аn == Аn + O(h), Вn == Вn + O(h),

rде

Аn == А[Р(хn + sh)], Вn == B[jJ(xn + sh)].

Пользуясь функцией

'Т7Е(Х) == 1 при х < ; 'Т7Е(Х) == О при х (,

можно написать

р(х) == 'Т7Е(Х)РЛ + (1 'Т7Е(Х))РП'
Тоrда будем иметь

Аn == а(О)рл + [1 а(О)]рп, Вn == /3(О)Рл + [1 /3(О)]Рп,

rде а(О) == А['Т70(Х)]' /3(0) == В['Т70(Х)] характеристические функции
реrулярных линейных функционалов А и В [2].

Аналоrично находим

Аn+l == a( l+ О)Рл + [1 a( l+ О)]Рп,

вn+l == /3( 1+ о)рл + [1 /3( 1+ О)]Рп.

Необходимое условие сходимости (б) можно записать в виде

......... ".".... ......... ..........

ВnВn+l АnАn+l
== p(h).

рп рл
(8)



Нашей задачей является предельный переход при N 00 (h == l/N О)
в условии (;5). При этом необходимо сначала рассмотреть возможные пре 

делы функции () == ()(l/N) == N n, коrда N 00, пробеrая какую-либо
последовательность возрастающих чисел N1 ,

N2 ,... , Nk,...
В дальнейшем мы будем опираться на следующую теорему П. Л. Чебы 

шева 14]:

Если а 'К:оли'Ч,ество несоиз.мери.мое, то найдется бес'К:оне'Ч,ное .мHO 

жество та'К:их цел'blХ 'Ч,исел х, у, при 'К:оторъtХ въtражение у ах будет
разнитъся с '1\д'К:и.м либоданнъt,м 'К:оли'Ч,ество.м Ь .менее, 'Ч,е.м на 2/х. Одни

-из этих вели'Ч,ин х, у будут даватъ у ах> Ь, дРУ2ие у ах < Ь.

Из теоремы Чебышева следует, что для иррациональноrо и любоrо ()О,

О < ()О < 1:

1) существует бесконечная последовательность таких сеток В-Нk с шаrом

hk == 1/Nk, что Jim () == ()о + О, т. е. () ()О справа;
Nk......O

2) существует бесконечная последовательность таких SNk

с шаrом

hk == 1/Nk, что () ()О слева при Nk 00.

Отметим, что:

а) если ()О рациональное число, то найдется такое  ,что равенство

()(1 jN) == ()п имеет место для бесконечноrо мнпжества. разностных сеток

SNk ;

б) если ()О иррациональное число, то, каково бы ни было  ,равенство
()о == ()(ljN) == N n возможно не более, чем для одноrо значения N, т. е.

не более, чем для одной разностной сетки.

п. 7. Потребуем теперь, чтобы наша нормальная схема L )удовлетворя 
ла необходимому условию (6) в Qm(P). Выбирая произвольное О :::;; ()О :::;; 1 и

совершая предельный переход по последовательности сеток SN (или SN )k k

при Nk 00, а также учитывая симметрию схемы, условия нормировки

сх(l) == A11] == 1, ,8(1) == В[l] == 1 и положительность функционалов А и В,
получим:

1) ,8( )== О при  1< < о; cx( )== 1 при О < < 1;

2) ,8( )== сх( 1+ )в точках непрерывности сх и ,8.



Отсюда следует, что условию сходимости (б) удовлетворяет только

квазиконсервативная схема

B[P(s)] == А[р(l + s)] + r[p(s)],

rде
00

r[p(s)] == L ')'((j) [Рл((j) Рп((j)]
j==l

нуль функционал.В силу замечания б) п. 6 суммирование проводится

только по иррациональным особым точкам функционала r.

л е м м а 3. На любой nоследователъности разностных сето'К: SNk

r[p(Xi + Sh
Nk )] == P(hNk ) ------+ О при Nk ------+ 00.

Отсюда следует, что найденной нами схеме эквивалентна консерватив 

ная схема, для которой

{3(() == а( 1+ () при всех 0« < 1.

Учитывая условие симметрии, найдем

а(О == 0,5 + w(( + 0,5),

rде w(t) произвольная нечетная функция оrраниченной вариации:

wл ( t)==  Wп(t),

удовлетворяющая условию нормировки w(0,5) == 0,5.

п. 8. Рассматривая сходимость для однородноrо уравнения и пользуясь

следующим о п р е Д е л е н и е м с х о Д и м о с т и:

разностная схема L )сходится 'К: дифференu,иалъному оператору L(p) в за 

данном 'К:лассе 'К:оэффиu,иентов (р(х)), если для люб020 решения и(х) ypaв 

нения L(p)u == О с 'К:оэффиu,иента.ми из задаННО20 масса найдется та'К:ое

решение разностНО20 уравнения L )Yi== О, 'Ч,то на любой nоследователъ 

ности сето'К: SNk
nоли20налъная Фун'К:u,ия у(х, h) равномерно сходится 'К:

и(х) при h == 1jNk ------+ О, т. е.

Iy(x, h) u(x)1 < p(h) ------+ О,

I\ЮЖНО формулировать теоремы:



Т е о р е м а 1. Если нор.малъная разностная схема L )сходится в

QI (р), то она 'К:вази'К:онсервативна.

Те о р е м а 2. Для. вся'К:ой сходящейся в QI(p) 'К:вази'К:онсервативной

нор.малъной схемы L )существует э'К:вивалентная ей в с.м'ыlлеe cxoди.мo 

сти 'К:онсервативная схема.

Математический институт им. В. А. Стеклова

Академии наук СССР

Поступило 13 Х 1958
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МАТЕМАТИКА

ОБ ОДНОЙ НАИЛУ IШЕЙОДНОРОДНОЙ
РАЗНОСТНОЙ СХЕМЕ

Чле'Н -к;орресnо'Нде'НтАН СССР А. Н. Тихо'Нов и А. А. Са.марс-к;ий

в работе [1] было найдено необходимое условие сходимости в классе

кусочно--непрерывных и кусочно--rладких коэффициентов Qm(P) нормаль 

ной разностной схемы (см. [2]) L ),применяемой для решения класса

дифференциальных уравнений

L(p)u == [
du

] == f(x) (О < х < 1, О < т р(х) М). (1)
dx р(х) dx

Ставится задача: найти «наилучшие» разностные схемы, которые MorYT

давать второй интеrральный порядок точности в Qm(P) [1]. Показано, что

существует только одна наилучшая нормальная схема.

п. 1. Рассмотрим нормальную разностную схему

L(P) . [
Yi+l Yi Yi 'JIi l

]h Y 
h2 Bi Ai (h== ), (2)

rде Д == B[P(s)], Ai
== A[P(s)], p(s) == p(Xi + sh); А и В нормальные

(линейные, реrулярные, положительные [3], не зависящие от h) и взаимно

симметричные функционалы. Если L )удовлетворяет необходимому усло 

вию сходимости В QI(p), то она квазиконсервативна [1], т. е. функционал
A[P(s)] определен для  1< s < О, B[P(s)] для О < s < 1, причем

B[P(s)] == А[р(l + s)] + r[p(s)],

rде r[p(s)] нуль функциона.iI.Иными словами,

Bi
== А+1 + r[p(Xi + sh)]

Bi
== АН1

в Qm(P),
в Ст(р).

в дальнейшем мы будем рассматривать такие схемы.

ДОКЛ. АН СССР. 1959. Т. 124, N. 4. с. 779 782.



п. 2. Пусть р(х) имеет разрыв l roрода в точке х == == хn + Oh, rде

О == O(h), О О 1, n == n(h), и принадлежит классу Qm(P) (т 3).
Обозначая и(х) некоторое решение дифференциальноrо уравнения L(p)u,
а Yi некоторое решение разностноrо уравнения LY:)Yi == О, получим для

их разности Zi == Yi U(Xi) неоднородное уравнение

L(P)
. .

h Zt  'Pt,

rде

'Pi
== LY:)Ui (L(p)uk

Если i i- n, i i- n + 1, то 'Pi == 0(h
2
) или l'Pil < Ch

2
. Выражения для 'Рn и

'Рn+1 даны в [1] (формулы (3) и (4)).
Положим, по аналоrии с [1],

р(х) == р(х) + р(х),

rде

р(х) == Рл == p( О) при х <  ;

Р(х) == Рп == p( + О) при х >  .

Тоrда будем иметь

Аn == А[Р(хn + sh)] + А[Р(хn + sh)] == Рл + O(h) (А[l] == 1),

Вn+1 == рп + O(h) (В[l] == 1).

Если i i- n, то Bi == АН1 И Иi
== Bi/Ai+1 == 1, т. е. условия леммы (при

'Фi == 'Pi) из [1] выполнены.

Отсюда следует, что для TOrO, чтобы полиrональная функция Z(X, h)
имела второй порядок малости по h, т. е. Iz(x, h)1 < Ch

2
при h.-.-..+ О, должны

выполняться необходимые условия BToporo порядка точности:

Д( ,h) == +
'Рn+1

== O(h), 'Рn == 0(1), 'Рn+1 == 0(1)
Аn+1 Вn

(третье условие является следствием первых двух условий).

(3)

п. 3. Выражение для 'Рn можно записать в виде

==

w

[
ОРл + (1 (})Рп

1 ] + 0 ( 1 )'Рn
h Вn

'

и' и'
л п

W == ==  .

рл Рп



Требование <Рn == 0(1) дает

Вn == В(h)рл + [1 В(h)]рп + O(h).
С друrой стороны, имеем

Вn == в[р(хn + sh)] + в[р(хn + sh)] == {З(В)рл + (1 (З(В))рп + O(h).

Сравнивая оба выражения для Вn, получим

(З(В) в == O(h).

Совершим предельный переход по последовательности сеток SNk
при

k """""""* 00 (fik """""""* О), а затем по последовательности сеток SNk
при Nk """""""* 00

(hk """""""* О) (см. [1]). В силу теоремы Чебышева [4] будем иметь

(зп(Во) == Во, (зл(Во) == Во,

rде Во любое число в интервале (0,1).
В силу положительности функционала В

(зп(Во) (З(ВО) О, (З(ВО) (зл(Во ) О.

Отсюда следует, что

(зл (ВО) == (зп (ВО) == Во.

Таким образом, характеристическая функция (З(s) функционала в непр!?

рывна и равна (з(s) == s (О < s < 1).
Аналоrично, из ус.лпвия <Pn+l == 0(1) находим

a(s)==l+s ( l<s<O),

т. е.

о

A[P(s)] == J p(s) ds,
 l

Схема L<;:) консервативна.

Требование

1

В [р(S )] == J р(s ) ds.

о

д( ,h) == O(h)

сводится к условию

<Рn + <Pn+l == O(h).

Подставляя сюда полные выражения для <Рn И <Pn+l из [1], получаем

<Рn + <Pn+l == (0,5 В)[(Lи)п (Lи)л] + O(h) == O(h).

Тем самым доказана следующая теорема.



Т е о р е м а 1. Второи инте2ралъныu nорядо'К: то'Ч,ности в 'К:лассе

Qm(P) среди нор,Мдлъных схем L ),м,ожет и,м,етъ толъ'К:о одна схема

L(P) . == [
УНl у,! Yi Yi l

] ==  Д( \7.)h Y 
h2 АНl Ai h2 Ai

Y ,

1 Xi

Ai == Jp(Xi + sh) ds == l J р(х) dx.

о Xi l

(а)

Эта «наилучшая» схема консервативна [1]. Можно показать, что cxe 

ма (а) в самом деле реализует второй порядок точности в Qm(P) для одно--

родноrо уравнения L )Yi== о.

п. 4. Рассмотрим теперь неоднородное уравнение

L(p,q)u == f(x),

rде

L(p,q)u == L(p)u q(x)u == [
du

] q(x)u (О q(x) < М).
dx р(х) dx

Для удобства изложения запишем это уравнение в виде

{,(p,q,f)u == О,

rде

{,(p,q.!)u == L(p,q)u + f(x).

Ему соответствует разностное уравнение

,,(p,q.!)
y

, L(p,q)
y

, + F!J. ОLh ъ h ъ ъ ,

rде

L
(p,q)

y
. L(p)

y
, l I:-у

..

h ъ h ъ ъ,

lf == l[q(Xi + sh)];

L ) нормальная разностная схема (2); l[q(s)] нормальный симметрич 

ный функционал, определенный на Qm(q) В интервале  1/2< s < 1/2, а

Fih == F[f(Xi + sh)] обладает теми же свойствами, что и lf.
Разностную схему {, ,q,f), обладающую такими свойствами, будем

также называть н о р м а л ь н о й с х е м о й.



Т е о р е м а 2. ДЛЯ вся'К:ой сходящейся в 'К:лассе

Cmp,mq,mj(p,q,f) == {Cmp(p),Cmq(q),Cmj(f)}

однородной линейной трехто'Ч,е'Ч,ной разностной схе.м:ы l ,q.J),М,ОЖНО y'К:a 

затъ нормалъную схе'м'У L ,q,J),Э1\,вивалентную l ,q.J)в С'м'ысле cxoди'м'O 

сти и и'м'еющую тот же nорядо'К: то'Ч,ности.

т е о р е м а 3. Второй инте2pa;tъНыЙ nорядо'К: то'Ч,ности в 'К:лассе

Qmp,mq,mj(p,q,f) == {Qmp(p),Qmq(q),Qmj(f)} (тр 3, mq 2, т! 2)

среди нор,М,алъных разностных схе'м' L ,q,J) может и,М,етъ толъ'К:о одна

схема

L(P,q,f)y . == L(p,q) y . + Fh
h 2 h 2 2'

(p,q) 1

(
1

)
h

Lh Yi
h2
Д

Ai
'\lYi li Yi, ((3)

о Xi

Ai
== J P(Xi + sh) ds == J р(х) dx,
 1 Xi l

Xi+O,5

h 1

Jli ==

h q(x) dx,
Xi O,5

Xi+O,5

Fi
h

== J f(x) dx (ХНО,5 == xi + 0,5h).
Xi O,5

Иными словами, пусть и(х) любое решение дифференциальноrо ypaB 
нения L(P,q,f)u == о; Yi решение разностноrо уравнения L ,q,f)Yi== о, rде

L ,q.J) нормальная схема; Zi == Yi U(Xi); z(x, h) полиrональная функ 
ция. Если в классе Qmp,mq,mj(P' q, f) имеет место оценка z(x, h) == O(h

2
),

то, соrласно теореме 3, нормальная схема L .q.J)определена однозначно.

Это и есть схема ((3).

п. 5. Покажем, что результат теоремы 1 не зависит от специальной

формы записи дифференциальноrо и разностноrо операторов. Рассмотрим
дифференциальный оператор

L(k)u == [k(x)
du

] .

dx dx

Соответствующую ему однородную симметричную разностную схему запи 

тем в виде

(k) 1
[ ]Lh Yi

h2
bi (YHl Yi) ai(Yi Yi l) , (а)



rде

ai == Ф(ll [<P(k(Xi + sh))]); bi
== Ф(12[ф(k(Хi + sh))]);

[1 [1 (s)] и [2 [J (s)] нормальные функционалы на Qm(1) для 1 < s < 1.

Функции <р, ф, ФиФ имеют производные BToporo порядка, удовлетворяю 

щие условию Липшица.

т е о р е м а 4. Среди разностн'Ых схем вида (а) существует eдиH 

ственная схема

[J
O

ds

]
1

[
1

J
Xi

1

]
1

ai ==

k(Xi + sh)
==

h k(x)
dx

,

 1 Xi l

bi
== Щ+1, (а')

'/\,оторая может даватъ для однородНО20 уравнения L k)Yi == О второй

nорядо'К: то'Ч,ности в 'К:лассе Qm(k), 2де т 3.

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что схема (а') и есть наилучшая р--линей 

ная (р == l/k) схема (а).

З а м е ч а н и е 2. Схема

2
ki l,пki,л

ai ==
,

ki l,п+ ki,л

ki,л == k(Xi О), /q l,п== k(Xi l+ О)

может давать второй порядок точности в Qm(k) только тоrда, коrда точка

разрыва
== Хп + Oh коэффициента k(x) совпадает либо с узловой точкой

сетки (О == О или О == 1), либо находится посередине между соседними

узловыми точками (О == 0,5).

Поступило 13 Х 1958
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О НАИЛУЧШИХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ

А. Н. Тихо'Н,ов и А. А. Самарский

1 о. Различные конечно разностныеметоды, приrодные для решения

определенноrо типа дифференциальных уравнений, MorYT различаться как

по порядку их точности, так и по области применимости в зависимости от

класса коэффициентов этих уравнений. Автоматизация вычислений, свя 

занная с использованием быстродействующих счетных машин, настоятель 

но требует развития алrоритмов решения не отдельных задач, а классов

задач. Так, например, желательно, чтобы одна и та же разностная схема

позволяла решать задачи для дифференциальных уравнений как в слу 

чае непрерывных, так и в случае разрывных коэффициентов, не прибеrая
к явному выделению точек или линий разрыва. Это приводит нас к так

называемы!\I однородным разностным схемам, вычислительный алrоритм

которых один и тот же для всех точек разностной сетки и для любых KO 

эффициентов из данноrо класса (см. [1 4]).При этом может оказаться, что

разностные схемы, сходящиеся в некотором классе коэффициентов, будут
давать ра<';ХUД}iЩИЙ<';}i реЗУJIЬ'l'ат в более широком классе коэффициентов.
Например, разностная схема

L (k)
. k.

Ui l 2Ui + иН1
h и 

h2 2h

соответствующая дифференциальному оператору L(k)u == d [k(x) ],
имеет второй порядок точности в классе достаточно rладких коэффици 
ентов, но расходится при h """""""* О в классе разрывных коэффициентов

k(x) Е Qm.

ki+l ki l
+

2h

иН1 Щ 1
(1)

20. Пусть Lu(x) == О (О < х < 1) дифференциальное уравнение,

а LhYi == О соответствующие разностные уравнения на сетке

SN == (хо
== О, Xl == h,..., XN == Nh == 1; h == ).

Успехи математических наук. 1959. Т. XIV (14), вып. 3 (87). С. 185 188. В Московском

математическом обществе: заседание 16 декабря 1958 r. Доклад прочитал А. Н. Тихонов.



Если L и Lh линейные операторы, то

LhYi == L aijYj == О.

j

Рассмотрим класс дифференциальных уравнений L(k)u == О, опреде 
ляемый коэффициентами k(x) == {kl(X),"', kn(x)} из HeKOToporo Функ 
циональноrо пространства К (это может быть, например, пространство

Qm функций, кусочно--непрерывных и имеющих т кусочно непрерывных

производных и др.). Разностный оператор L k),определенный для всех

k(x) Е К, мы будем называть разностной схемой в классе функций К.

ДЛЯ линейных уравнений разностная схема L k)определяется заданием

матрицы функционала(at), элементы которой являются функционалами
над пространством К коэффициентов k(x).

30. Вводятся понятия однородности и симметрии схемы.

1) Схема L k) о Д Н О Р О Д Н а, если она представляет единый во всех

точках i сетки SN и для любых k(x) Е К вычислительный алrоритм:

h h
aij[k] == aj i[k(s)], k(s) == k(Xi + sh),

 nl:::; j i :::; n2, nl О, n2 О.

2) Однородная схема L k) с и М м е т р и ч н а, если

nl
== n2, aj i[k(Xi+ sh)] == a? j[k(Xi sh)].

При этом разностный оператор Lh не меняется при изменении направ 

ления оси х. Кроме Toro, естественно требовать, чтобы разностная задача

была определенной, т. е. разрешимой на любой сетке SN и для любоrо

k(x) Е К (см. [1]).

40. Порядок аппроксимации оператора Lh относительно L характеризу 

ется разностью <Р? == LhЩ (Luk
Мы будем rоворить, что разностная схема L k)Yiсходится в классе К,

если для k(x) Е К решение уравнения LhYi == О сходится на любой по--

следовательности сеток SN при h """""""* О к соответствующему решению и(х)
дифференциальноrо уравнения L(k)u == О.

Если

шах IYi u(xi)1 < Ch
n

,

(i)

то мы rоворим, что разностная схема L k) имеет n й(интеrральный)
порядок точности.



Ставится задача отыскания наилучших однородных схем, сходящихся

в наиболее широком классе коэффициентов и обладающих там наивысшей

точностью.

50. Рассматривается первая краевая задача для класса уравнений

L(k,q,J)u == [k(x)u'(x)]' q(x)u + f(x) == О (О < х < 1)'

} (2)
и(О) == и, и(l) == и, (k(x) ko > О, q(x) О)

в классе коэффициентов

Q     ,mf== {Qmk(k), Qmq (k), Qmf (k)}.

Соответствующие однородные разностные схемы берутся в виде

L(k,q,J) 1
[B

h
( ) Ah

( )] Dh ph
h

==

h2 i YHl Yi i Yi Yi l i Yi + i, (3)

rде

А7 == Ah[k(s)], Bf == Bh[k(s)], k(s) == k(Xi + sh),  1< s < 1,

Df == Dh[q(Xi + sh)], Pi
h

== ph[f(xi + sh)],
1 1
< s <

2 2'

Ah[k(s)], Bh[k], Dh[q], ph[7] функционалы, определенные над

Qmk,mq,mf'
Устанавливается необходимое условие сходимости и BToporo порядка

точности схемы L k,q,j)в классе кусочно непрерывныхкоэффициентов.
Пусть == хn +(}h (О :::;; () :::;; 1, хn == nh) точка разрыва коэффициентов

k(x),q(x) и f(x).
Необходимое условие сходимости имеет вид

Дn==(А +lСР +В СР +l)h==р(h) Опри h O (4)

или

B B +lA A +l
== (h)

kп kл
р, kп == ( + О), kл == ( О). (5)

Необходимые условия BToporo порядка точности для схемы L k.q,J)
имеют вид:

cp == 0(1), дn == 0(h
2
). (6)



Заметим, что для схемы (1) ДN == 0(1), т. е. эта схема не удовлетворяет

необходимому условию сходимости в классе Qm(k).
Функционалы А, В, D и F MorYT быть, например, линейными. При этом

оказалось необходимым обобщить теорему Рисса о представлении линей 

ных функционалов в классе непрерывных функций на случай кусочно--

непрерывных функций I(x) Е Qm (см. [5]).
Среди нормальных разностных схем (3) найден класс схем, удовле 

творяющих необходимому условию сходимости (квазиконсервативные cxe 

мы). Всякая консервативная (Bi == АН1) схема также удовлетворяет

условию (4).

60. Рассматривается однородная симметричная разностная схема

L1
k)Yi ==  2[Bf(Yi+1 Yi) A?(Yi Yi 1)], (7)

соответствующая уравнению

L(k)u == [k(x)u'(x)]' == О.

Здесь

А? == Ф(l1[<р(k(Хi + sh))]), Bf == Ф(l2[ф(k(Хi + sh))]),
а 11[1(s)], 12[/(s)] нормальные (т. е. линейные, реrулярные, положитель 

ные (l[J] > О при 1 Е > О) И независимые от h (см. [4])) функционалы
для  1< s < 1. Функции <р, ф, ФиФ имеют производные BToporo порядка,

удовлетворяющие условию Липшица.

Те о р е м а 1. Если разностная схема вида (7) имеет в 'К:Лассе Qm(k),
m 3 второй nорядо'К: то'Ч,ности, то она определена однозна'Ч,но:

L1
k)Yi ==  2bo(Ai"VYi) ==  2[Ai+1(Yi+1 Yi) Ai(Yi Yi 1)], (8)

А, [ J k J
l

(в; А'+l СМ. [4]). (9)
Xi l

Эта схема не только может иметь, но и в самом деле имеет второй по--

рядок точности в Qm(k), m 3 (см. п. 7).

70. Рассмотрим однородную схему

L(k,q,J)
y

. L (k)
y

. Dhy . + F-h
h h  , (10)



rде L k)Yi есть схема (8), а D[q] и F[J] нормальные симметричные
1 1

(F[f( s)]== F[J(s)]) функционалы, определенные для < s <  .

2 2

Т е о р е м а 2. Если разностная схема вида (10) имеет в 'К:лассе

Qmk,mQ,mf (k, q, 1) второй nорядо'К: то'Ч,ности, то она определена oдHO 

зна'Ч,но

Х.
+

l
,

"2

(k,q,f) 1 1

J
1

Lh Yi
h2 Д(А'VУi) h q(x) dx. Yi + h

Х.
+

l
,

"2

J f(x) dx, (11)
Х. 1
' 2

Х. 1
' "2

2де

[
1

J
Xi

dx

]
1

А ==

h k(x)
,

Xi l

1
Х. 1 == xi

2
h.

t "2

Теорема 3. Разностная схема (11) в 'К:лассе Qmk,mQ ,mf(k,q,1) для

тk 3, тq 2, т/ 2 имеет второй nорядо'К: то'Ч,ности, т. е. является

наилу'Ч,шей схемой (см. [4]).

80. Применение наилучшей разностной схемы для решения задачи

Штур!\ш, Лиувилля позволяет определять собственные значения и с.пб--

ственные функции с точностью до BToporo порядка относительно h в классе

разрывных коэффициентов.
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МАТЕМАТИКА

ОБ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ

BbICOKOrO ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

Чле'Н 'Корресnо'Нде'НтАН СССР А. Н. Тихо'Нов и А. А. Самарс'Кий

п. 1. Настоящая работа посвящена построению точной разностной схемы

и разностных схем любоrо порядка точности для краевых задач l ro,2 ro

и 3 roрода для дифференциальноrо уравнения

L(p,q,f)u == [
du

] q(x)u + f(x) == О (О < Х < 1), (1)
dx р(х) dx

rде О < К1 :::;; р(х) :::;; К2, О :::;; q(x) :::;; К2 .

Все указанные схемы относятся к семейству однородных трехточечных

консервативных разностных схем [1, 2] вида

L(p,q,f) y . ==  д(
'\lYi

) D y' + ф (2)h t

h2 Ah
t t t'

ДУi == УН1 Yi, '\lYi == Yi  tYi 1(h == l/N, Xi == ih);

А? == Ah[P(Xi + 8h), q(Xi + 8h)] ( 1< 8 < О);

D? == Dh[P(Xi + 8h), q(Xi + 8h)] ( 1< 8 < 1);

Ф? == фh[р(Хi + 8h), q(Xi + 8h), f(xi + 8h)] ( 1< 8 < 1),

Ah[P(8), q(8)], Dh[P(8), q(8)], фh == фh[р(8), q(8), 1(8)] некоторые нелиней 

ные функционалы, вычисляемые при помощи квадратур для схем конеч 

Horo порядка точности.

п. 2. Дадим конструкцию точной схемы. Введем местную систему ко--

ординат, положив 8 == l/h(x Xi), Xi == ih. Тоща интервал (Xi 1,ХН1)
преобразуется в интервал 1 < 8 < 1, а уравнение (1) примет вид

Си == [ (

1

)

dU

] h2q(8)U(8) ==  h21(8),
d8 Р 8 d8

rде 15(8) == P(Xi + 8h) и т. д.

(3)

Докл. АН СССР. 1960. Т. 131, N. 3. С. 514 517.



Для построения точной схемы достаточно установить соотношение, свя 

зывающее значения и(s) при s ==  1,О, 1; это возможно, так как решение

уравнения BToporo порядка на интервале определяется заданием значений

искомой функции на концах Э'l'Ol'U ИН'l'ернаJ1а.

Общее решение уравнения (3) представимо в виде

a(s; h) (3(s; h) 2
и(s) ==

a(l;h)
и(l) +

(3(l;h)
и( l)+h ,(s;h), (4)

rдe a(s; h) == Vl И (3(s; h) == V2 два линейно независимых решения одно--

родноrо уравнения

L*v == О, a( l;h)== О, a'( l;h)==p( l),
(3(1; h) == О, (3'(1; h) ==  p(l),

(5)

а ,(s; h) == vз решение неоднородноrо уравнения

L*, ==  1(s), ,( l;h)== ,(l;h) == О. (6)

Полаrая в (4) s == О, приходим К формуле

и(О) == phи( 1)+ Qhи(l) + Rh, (7)

rде коэффициенты

h (3(0; h) h h а(О; h) h
Р ==

(3( 1;h)
== Р [P(s); q(s)], Q ==

a(l; h)
== Q [P(s), q(s)],

R
h

== h
2
,(0; h) == Rh[p(s), q(s); 1(s)]

(8)

являются функционалами коэффициентов уравнения (3).
Возвращаясь к старым переменным, получим разностные уравнения

щ == РihЩ l+ Q7Ui+l + R7, 0< i < N, ио == /-'-1, UN
== и(l) == !-t2, (9)

которым удовлетворяет решение и == и(х) дифференциальноrо ypaBHe 

ния (1). Здесь

Ui == U(Xi), Pi
h

== ph[Pi(S),qi(S)], Q? == Qh[Pi(S),qi(S)],
R? == R

h
l1\(s),qi(S),fi(S)], Pi(s) == P(Xi + sh), qi(S) == q(Xi + sh),

1i(S) == f(Xi + sh).



Функции a(s; h), (3(S; h) и ,(s; h), при помощи которых конструируют 

ся функционалы ph, Qh, R
h
для точной схемы, мы в дальнейшем будем

называть шаблонны,м,и Фун'К:ция,м,и.

п. 3. Рассмотрим теперь краевое условие  roрода при х == о:

u'(O)jp(O) О'и(О) == J-tl (10)

и найдем ero разностный эквивалент.

Рассматривая интервал (о; h), представляя затем общее решение ypaB 

нения (3) в интервале (О < s < 1) через шаблонные функции a*(s; h),
(3(s; h), ,*(s; h), удовлетворяющие условиям

L*a*==L*{3==O, L*,*== 7(s), a*(O;h) ==,*(O;h) ==0,

(3(1; h) == ,*(1; h) == о; а*'(о; h) == р(О); (3'(1; h) ==  p(1),
(11)

и требуя, чтобы выполнялось условие (10), в результате приходим к точно--

му двухточечному разностному краевому условию 3 roрода

ио == аl и l + Ь1 ,

1

аl == {1 + h[O' + h J q(sh) (s;h) ds]}  1,
О

О

[
h,*'(O;h)

]ы1 == h J-tl
р(О)

щ{3(о; h).

о

Индекс нуль сверху (например (3) означает, что шаблонные функции берут--
ся для коэффициентов Po(s) == p(sh), 7]o(s) == q(sh), 70(s) == f(sh).

(12)

п. 4. Преобразуем разностное уравнение (7) или (9). Для этоrо исполь 

зуем ряд свойств шаблонных функций a(s; h) и (3(s; h):

1) a(s; h) > О, (3(s; h) > О при 1 < s < 1, если 7](s) о; (13)

2) a(1;h) == (3( 1;h); (14)
о

3) а(1; h) а(О; h) (3(0; h) == h
2

{{3(0; h) J 7](s)a(s; h) ds+
 1

1

+a(Ojh) J 7](S){3(S;h)dS}.
о

(15)



Формулы (14) и (15) устанавливаются при помощи второй формулы
rрина с учетом условий (5).

В силу условий (14) и (15) равенство (7) можно записать так:

о

l

[
и(l) и(O) и(O) и( l)

] {
1

Jh2 (3(0; h) а(О; h)
и(О)

а(О; h)
q(s)a(s; h) ds+

 1

1

1

J }
a(1;h)

+
(3(0; h)

q(s){3(s; h) ds +
а(О; h){3(O; h)

/,(0; h) == О.

о

(16)

Положим Pi(S) == p(Xi + sh) и т. д. И обозначим щ(s; h), (3i(S; h), /'i(S, h),
полученные в результате такой замены функции а, {3 и /'. Нетрудно пока 

зать, что

(3i(O; h) == аНl(О; h). (17)

в результате мы получаем консервативную схему (2), rде

А? == ai(O; h) == Ah[Pi(S), Qi(S)];

Pi(S) == p(Xi + sh); Qi(S) == q(Xi + sh);

(18)

о 1

h 1

J
1

JDi ==

Ah qi(s)ai(s; h) ds +
Ah qi(s){3i(S; h) ds;

z
 1

z+l
О

h

(
2 h 1 1

)Фi == h Di + Ah
+
A /'i(O; h).

z z+l

(19)

(20)

Условие (17), очевидно, есть условие консервативности В?
(см. [2]). Уравнение

А?+l

L(p,q,f)
y

. Оh z ,

определяемое формулами (2), (18), (19) и (20), по построению эквивалентно

уравнению (9).
Таким образом, установлено, что точная схема Ly:,Q,f) является одно--

родной, трехточечной, консервативной разностной схемой.



п. 5. Шаблонные функции a(s; h), /3(s; h), ,(s; h) являются целыми

аналитическими функциями от h2
:

00

a(s; h) == L h
2ka(2k)(s) == a(O)(s) + h

2 a(2)(s) +... + h
2ka(2k)(s) +...,

k==O

00 00

/3(s; h) == L h
2k/3(2k) (s), ,(s; h) == L h

2k,(2k) (S).
k==O k==O

(21)
Учитывая условия (5) и (6), находим

s 1

a(O)(s) == ! 15(S) ds, /3(O)(s) == ! 15(S) ds,
 1 s

s t

a(2k+2)(S) == ! 15(t) [! q(л)а(2k) (л) dл] dt,

 1  1

1 1

/3(2k+2)(s) == ! 15(t) [! q(л)/3(2k) (л) dл] dt (k == 0,1,2,.. .);

s t

1
1

1 t s

,(2k)(S) == [! 15(t)dt] . {! 15(t)[! 7](2k)(Л)dЛ]dt.! 15(t)dt 
 1  1  1  1

s t 1

! 15(t) [! 7](2k) (л) dл] dt . ! 15(t) dt},
 1  l  1

(22)

(23)

rде 7](О)(Л) == ](л), 7](2k)(л) == q(л),(2k 2)(л)при k == 1,2,...
Таким образом, каждый из коэффициентов a(2k), /3(2k), ,(2k) выражает 

ся при помощи (k + l) KpaTHoroинтеrрирования через 15(s), q(s) и ](s).

п. 6. Возникает вопрос: если в (21) оrраничиться конечным числом

слаrаемых, т. е. вместо рядов взять полиномы

п(1) (s, 2т; h) == а(О) (s) + h
2a(2) (s) + ... + h

2ma(2m) (s),

П(2)(s, 2т; h) == /3(O)(s) + h
2 /3(2)(s) +... + h

2m/3(2m) (s), (24)

П(3)(s, 2т; h) == ,(O)(s) + h
2,(2)(s) +... + h

2m,(2m) (s),



то какой интеrральный порядок точности по h будет иметь построенная

при помощи шаблонов п(j)(s, 2т; h) (j == 1,2,3) разностная схема 2;: ,q,J)?
Такую схему мы будем называть усе'Ч,енной разностной схе,М,ой раН2а 2т.

Мы будем рассматривать пока первую краевую :.:щцачу

2;:(мл у . ==  д(
'VYi ) [)hy . + 2ф == Оh l

h2 2т l l l ,

A 
l

Уо == Мl, YN
== М2. (25)

Коэффициенты усеченной схемы (25) определяются по (18) (20),следу 
ет заменить а, (З, "у шаблонными функциями п(j) (j == 1,2,3).

Т е о р е м а. Усе'Ч,енная схема 2т 20раНЮ и'м'еет для l й'К:раевой за 

да'Ч,и (25) (2т + 2) йинте2ралъный nорядо'К: то'Ч,ности, если 'К:оэффи'Циен 
ты р(х), q(x), f(x) дифферен'ЦиаЛЪ'НО20 уравнения (1) принадлежат 'К:лассу

'К:усо'Ч,но неnрерывныхфун'К:'Ций Qo, nри'Ч,е,М,

0< К1 р(х) К2 , О q(x) К2 , If(x)1 К2 .

Эта теорема леrко обобщается на случай краевых условий 2 roи 3 

ro рода, если ввести понятие усеченноrо разностноrо KpaeBoro условия

2m ropaHra. Из теоремы, в частности, следует, что усеченная схема HY 

левоrо paHra имеет 2 йинтеrральный порядок точности в Qo (ср. [з]). Yce 
ченные схемы являются полезным аппаратом для построения дискретных

схем повышенноrо порядка точности.

п. 7. Если разностная сетка SN == {хо == О, Xl,...,Xi l,Xi,...,xN
== 1}

неравномерна и h == шах hi ,
hi

== xi xi 1, то И в этом случае может быть

построена точная трехточечная схема и усеченные схемы любоrо paHra, для

которых имеет место теорема п. 6.

Поступило 4 ХН 1959
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МАТЕМАТИКА

О КАНОНИЧЕСКИХ ОДНОРОДНЫХ
РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ

Чле'Н -х;орресnон,де'НтАН СССР А. Н. Тихо'Нов и А. А. Са.марс-х;ий

п. 1. В статьях [1 3] рассматривались однородные трехточечные

разностные схемы для решения класса краевых задач

L(k,q,J)u == [k(x)
dU

] q(x)u + f(x) == О, 0< х < 1,
dx dx

и(О) == /Ч, и(l) == 1-"2,

О < К1 k(x) К2 , О q(x) К2, If(x)1 К2 ,

(1)

зависящеrо от выбора коэффициентов k(x), q(x), f(x) из HeKoToporo функ 
циональноrо семейства.

Пусть SN == {хо == О, Х1 == h, . . .

, xi == ih, . . .

,
хN

== Nh == 1} paBHOMep 

ная разностная сетка. :Мы будем рассматривать однородные трехточечные

f1i1эностные схемы вида

L(k,q,J)
y

' L(k)
y

. D(h,q)
y

. + F
(h,J)

h h i i ,

(k) 1

[ (h,k) (h,k) ]Lh Yi ==

h2
Bi (Yi+1 Yi) A

i (Yi Yi l) .

(2)

Однородность схемы означает, что ее коэффициенты имеют вид

(h,k) h (h,k) h .  .  .A
i А [ki(s)], B

i
В [k (s)], k (s) k(x + sh), 1 < s < 1,

D;h,q) == Dh[q(Xi + sh)], Fi(h,J) == Fh[f(Xi + sh)],  0,5< s < 0,5,

l'де А
h

,
Bh

,
Dh

и Fh
некоторые, вообще rоворя, нелинейные, функци 

оналы, определенные на множестве кусочно непрерывныхфункций Qo и

параметрически зависящие от шаrа сетки h.

ДОКЛ. АН СССР. 1960. Т. 131, Х' 4. С. 7бl 764.



Исходное семейство разностных схем определяется заданием класса

функционалов, при помощи которых вычисляются коэффициенты схемы.

н. 2. Класс функционалов Аh[ф(8)] мы ЗI1ДI1ДИМ при помощи условий:

(A 1 ). Функционал Аh[ф] имеет дифференциал 3 roпорядка по h, так

что

.

Аh[ф] == А(О)[ф] + hА(l)[ф] + h
2 А(2)[ф] + h

3А(З)[ф] + h
3
p(h),

rде p(h) О при h О, а функционал А(m)[ф] имеет дифференциал по 

рядка 3 т (т == 0,1,2,3), так что можно, например, для т == 1 написать

А(1) [J + 6<р] == А(1) и] + 6Ai
1 )

[f, <р] + 62A l)и, <р] + 62р(6),

rде р(6) О при 6 О.

(А2). Ah[<p] и все функционалы А(m)[ф] (т == 0,1,2,3) являются одно--

родными функционалами 1 йстепени:

Аh[сф] == сАh[ф], rде с > О постоянная;

А(т) [СФ] == сА(т) [ф], причем A
h
[1] == 1.

(Аз). Аh[ф] и все фупкционалы А(т) [ф] (т == 0,1,2,3) являются моно--

тонно неубывающими, т. е.

А
h
[Ф2] Аh[Фl]' если Ф2 Фl.

Мы будем предполаrать, что функционалы Ah, Bh, Dh и ph удовлетво 

ряют условиям (A 1 ), (А2), (Аз), причем D
h
и ph линейны.

Из условий (A1 ) И (А2) следует, что

Ah[k(x + 8h)] == k(x) + hk'(x)Ai
O)

[8]+

+h2{ k'(x)Ai
1 )

[8] + (k  : )2A O)[8] + k" x)AiO)
[8

2

]} + О(h
З
), (3)

rдe А(т) [ф(8)] == А(m)[1,ф(8)].
Отметим, что в работах [2, 31 изучался более узкий класс функционалов

и, следовательно, более узкое исходное семейство разностных схем.



п. 3. Если функционал Аh[ф] не зависит от параметра h, то он называ 

ется к а н о н и ч е с к и м и обозначается А[ф]. Разностная схема L k,q.J),
коэффициенты которой определяются через канонические функционалы,
называется к i'\, н о н и ч е с к о й с х е м о й.

Если выполнено условие

B;h,k) == A  ;),т. е. вh[ф(s)] == Аh[ф(s + 1)] (4)

для любой функции из Qo, то разностная схема L k)(и L k,q.J))называется
к о н с е р в а т и в н о й; ее можно записать так:

L(k) . == Д (А(h,k)\7 . )h Y 
h2 Y , rде ДУi == Yi+1 Yi, \7Yi == Yi Yi l. (5)

Из условия (4) следует, что функционал Аh[ф(s)] не зависит от значений

ф(s) при О < s < 1, а Вh[ф(s)] не зависит от значений ф(s) при  1< s < О.

п. 4. Одной из характеристик разностной схемы является ее интеrраль 

ный порядок точности по h, т. е. порядок точности разности Zi == Yi U(Xi)
при h ......... О, rде и(х) решение задачи (1), а Yi решение разностной

краевой задачи

L
(k,q,J)

y
, О О < < Nh   ,i , YO==J.Ll, YN==J.L2. (6)

Функция Zi определяется условиями

L(k,q) z.  (/""). ZO
== О

,h "t' , ZN
== О, (7)

rдe <Pi == <P(Xi, h; U(Xi))'
Напомним, что разность <р(Х, h; v) == L k,q.J)v L(k,q.J)v, rдe v == v(x)

любая достаточно rладкая функция, называется п о r реш н о с т ь ю

а п про к с и м а Ц и и с х е м ы.

Если v == и(х) есть решение дифференциальноrо уравнения (1), то мы

будем rоворить о поrрешности аппроксимации <р(Х, hj и) на решении диф 
ференциальноrо уравнения. Может оказаться, вообще rоворя, что порядок

поrрешности аппроксимации схемы на решении выше порядка аппрокси 

мации на классе rладких функций v(x).
В настоящей работе мы изучаем порядок точности разностных схем

исходноrо семейства в классе Ст функций, имеющих непрерывную ПрОИз 

водную m roпорядка [1].



Порядок аппроксимации схемы L k,q,f)определяется значениями MOMeH 

тов функционалов А
h

,
Bh

,
Dh и ph.

Необходимое и достаточное условие l roпорядка аппроксимации схемы

L k,qJ)имеет вид

Bi
O)

[s] Al
O)

[s] == 1. (8)

O(h
2
)),Чтобы схема имела 2 йпорядок аппроксимации ('Р(х, h; v)

необходимо и достаточно выполнение условий

BiO)[s] ==  AlO)[s]== 0,5, Bi
1

)[s] == Al
1 )

[s]; (9)

B O)[s]== A O)[s], BiO

)[s2] == Ai
O) [s2], D(O)[s] == p(O)[s] == О. (10)

Условия (10) для симметричной схемы выполняются автоматически.

При этом существенную роль иrрают условия нормировки, например

Ah
[1] == 1, из KOToporo следует, что А(О) [1] == 1, А(т) [1] == О при m > О.

п. 5. Можно сформулировать следующие теоремы.

Т е о р е м а 1. ДЛЯ тО20 'Ч,тобы исходная схема L k,q,f) имела n й

(n == 1,2) интеералъный nорядо'К: то'Ч,ности в Cmk,mq,mf "'" {Cmk , CmQ,Cmf },
mk n + 1, mq n, т! n, необходимо и достато'Ч,но, 'Ч,тобы она имела

n йnорядо'К: аnnро'К:сиМа'ции
1)

.

Т е о р е м а 2. Любая 'К:онсервативная схема из исходНО20 'К:ласса иMe 

ет l йинте2ралъный nорядо'К: то'Ч,ности в Cmk,mQ,mf для mk 2, mq 1,

т! 1.

Т е о р е м а 3. Любая 'К:анони'Ч,ес'К:ая симметри'Ч,ная 'К:онсервативная

схема имеет 2 йnорядо'К: то'Ч,ности в Cmk,mQ,mf для mk 3, mq 2,

т! 2.

п. 6. Наряду с изучением точности разностных схем для решения HeKO 

Toporo класса задач, надо уметь оценивать поrрешность, допускаемую при

решении по данной схеме каждой индивидуальной задачи из рассматривае 

Moro класса. Такая оценка точности может быть достиrнута путем изучения

l)условия дифференцируемости коэффициентов k(x),q(x) и лх) MorYT быть сущ 

ственно ослаблены. Этот вопрос будет рассмотрен в друrих статьях.



асимптотики решения разностной краевой задачи при h ........, О. Прежде Bce 

ro надо найти разлпжения по h, (асимптотику) поrрешности аппроксимации

<р(х, h; v) == LhV Lv.

Оrраничимся здесь вычислением коэффициента при наименьшей степе 

ни h для канонической консервативной схемы. Вводя р(х) == l/k(x), будем
вместо L k)писать

L(P) . == д (
'\lУi

)h y 
h2 Ai

'

rде А ['1/1] канонический функционал. Если L ,q,J),кроме тоro, симмет 

Ai == A[P(Xi + sh)],

ричная схема, то

<р(Х, h; v) == h
2
ф(х, v) + O(h

4
),

Ф(х,v) ==

1

1

2 {[ (PL:)V)' ]' 12A2[S][ (P;:v' ]' 

6[P; ']' (Al[s2]   )+ 6(F[s2]f" D[s2]q"v)},

(
V'

)
'

L(P)v ==

р
.

в случае наилучшей канонической схемы (см. [3])

о

А ['1/1] == J 'I/1(s) ds,
 l

0,5

D['I/1] == F['I/1] == J 'I/1(s) ds

 0,5

имеем

Al[S2] == , A2[S] == О, D[s2] == F[s2] == 112 '

и выражение для Ф сильно упрощается.

Будем rоворить, что разностные схемы L ,q,J)и L ,q,J) а с и м п т о

т и ч е с к и э к в и в а л е н т н ы в с м ы с л е а п про к с и м а Ц и и, если

Ф(х, v) == Ф (х, v) и, следовательно, <р(Х, h; v) <р(х, h; v) == O(h
4
).

В нашем случае это значит, что

A2[S] == A2 [s], Al[s2] == Al[s2], D[s2] == D [s2], F[s2] == F[s2].



В частности, схема L ),у которой

1
Ai ==

з(Рi l+ Pi 0,5+ pi),

асимптотически эквивалентна наилучшей канонической схеме L ),дЛЯ
которой

о

А == J P(Xi + sh) ds.

 1

п. 7. Пользуясь асимптотикой для ср(х, h; v), нетрудно получить асимп 

тотическое разложение по h решения разностной краевой задачи (6) в виде

Yi == U(Xi) + h
2
'Z(Xi) + O(h

4
),

rде 'Z(x) функция, определяемая из условий

L(p,q)'Z ==  Ф(х,и), 'Z(O) == 'Z(1) == О.

п. 8. Изучение асимптотики поrрешности аппроксимации позволяет YKa 

зать метод построения разностных схем повышенной точности. PaCCMaT 

ривая для схемы Lh , соответствующей линейному дифференциальному

оператору L, асимптотику

ср(х, h; и) == hnФи + . . .

и заменяя дифференциальный оператор Фи разностным оператором Фhи,
мы получим разностную схему

Lhu == LhU hnФhи,

которая имеет более высокий порядок аппроксимации (выше n) на реше 

нии и == и(х) уравнения Lu == О по сравнению со схемой Lh' Оператор Фи

целесообразно предварительно преобразовать к оператору более низкоrо

порядка, используя для этоrоуравнения Lu == О. При этом можно добить 
ся Toro, что оператор Lh будет иметь ту же область определения, что и

оператор Lh.

В нашем случае применение этоrо метода позволяет строить различные

трехточечные разностные схемы L ,q,f) повышенноrо порядка точности.



Так, например, если L ,q,f) наилучшая каноническая схема или схема,

ей асимптотически эквивалентная, то трехточечная однородная схема

 (p,q,f) (р) (
h2

)Lh Yi Lh 1
12

Piqi Yi DiYi + Fi

== L ,q,f)Yi  ;[L )(PiqiYi Pifi) + (L l)fi YiL l)qi)]
имеет  йинтеrральный порядок точности в классе rладких коэффи 
циентов.

п. 9. Пусть при х == О задано краевое условие 3 roрода

и'(о)
lu ==

р(О)
аи(О) == J.Ll.

Для соответствующеrо разностноrо KpaeBoro оператора l можно pac 

сматривать поrрешность аппроксимации как на любой достаточно rлад 

кой функции v == v(x), так и на решении дифференциальноrо уравнения

L(p,q,f)u == О. По аналоrии с п. 8 можно построить двухточечный pa::! 

ностный краевой оператор lh любоrо порядка аппроксимации на решении

и == и(х). Например, оператор

1
lhY ==

hA1
(Уl Уо) уо(а + O,5hQo) + O,5hfo, А1 == А[р(Хl + sh)]

имеет 2 йпорядок аппроксимации на решении (ср. с [4])

lhU lu == O(h
2
).

Можно показать, что решение разностной краевой задачи

L (p,q,f)y
. О l Уh  ,h i == J.Ll, УN

== J.L2

имеет n йпорядок точности, т. е.

Yi U(Xi) == O(h
n

),



если операторы lh и L ,q,f)имеют n йпорядок аппроксимации на решении

и == и(х) уравнения

L(p,q,f)u == О.

Поступило 31 ХН 1959
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МАТЕМАТИКА

О КОЭФФИЦИЕНТО УСТОЙЧИВОСТИ
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

ЧлеН 'lCорресnондентАН СССР А. Н. Тихонов и А. А. CaMapC'ICиi1

Рассматривается вопрос об устойчивости решения разностных краевых

задач относительно коэффициентов разностных схем (о ко--устойчивости).
Показано, что необходимым и достаточным условием ко--устойчивости
канонической схемы является ее консервативность.

п. 1. Рассмотрим на отрезке О ::;;; х ::;;; 1 класс краевых задач

L(p,q,f)u == [
du

] q(x)u + ЛХ) == О, 0< х < 1,
dx р(х) dx

(1)

и(О) == !-L1, и(l) == !-L2.

Коэффициенты уравнения принадлежат классу Qo кусочно непрерыв 

ных функций и удовлетворяют условиям:

О < К1 ::;;; р(х) ::;;; К2, о::;;; q(x) ::;;; К2 , lf(x)l::;;; К2 , (2)

rде К1 и К2 положительные постоянные.

Пусть SN == {ХО == 0,Х1 == h,... ,Xi == ih,... 'XN == Nh == 1} paBHOMe 

ная разностная сетка с шаrом h ==
,
а L ,q,f)Yi однородная трехточеч 

ная разностная схема, соответствующая оператору

L(P,q,f) . == (
УН1 Yi Yi Yi l

) Dh . + F-h.
h Yz

h2 Bh Ah
z Yz z ,

z z

(3)

А? == Ah[Pi(S)], В? == Bh[Pi(S)],  1< S < 1, 15i(s) == p(Xi + sh);

Df == Dh[q(Xi + sh)], Fl
l.

== Fh[f(xi + sh)],  0,5< s < 0,5.

Функционалы Ah
, B/t, D't и Fh

удовлетворяют условиям (А 1 ), (А2 ),
(Аз ) работы [11, т. е. мы рассматриваем тот же исходный класс разностных

Докл. АН ссср. 1960.  т.131, N' 6. с. 12б4 12б7.



схем, что и в работе [1]. При этом предполаrается, что Dh
и Fh линейные

функционалы.

п. 2. Если Bf == А?+l' то разностный оператор Lh называется к о н

с е р в а т и в н ы м. Консервативный оператор можно записать в самосо--

пряженной форме

1

(
\1Yi

)
h h

LhYi ==

h2
Д

А?
Di Yi + Fi ,

rде ДУi == Yi+1 Yi, \1Yi == Yi Yi l.

Заметим, что разностная схема (3) может быть консерватизирована

путем умножения на множитель

(3')

i l

(
Ah

)П
8+1

J.Li
==

Bh
'

8==1 8
(4)

в результате получим консервативную, вообще rоворя, неоднородную

схему.

п. 3. Разностная функция rрина Gi,k определяется условиями

L(P,q)G.
8i,k

h t,k h'
GOk == GNk == О, {

1,
rSik ==

.

О,

i == k,
(5)

i i= k.

Решение краевой задачи

L(P,q)
z

.  т' О < . < N Z О Z Оh t уъ, , о  ,N
==

,

дается формулой

(6)

N l

zi
== L GikCPk h. (7)

k==l

Функция rрина Gik удовлетворяет следующему условию «симметрии»:

J.LiGik == J.LkGki,

rде J.Li дается формулой (4). Для консервативноrо оператора L ,q)имеем

B ==A +l'J.Li==l,
и мы получаем условие симметрии

Gik == сь.



Л е м м а 1. Если ?\'оэффи'Циентъt р(х), q(x) из ?\,ласса Qo удовлетворя 
ют условию (2), а L .q) исходная разностная схема вида (3), то раз 

постная Фун'К:'Ция rpUHa Gik , оnределяе.мая условиями (5), 1l ее nервъ/,Р-

разностные отношения

Gi,k+1 Gi,k
h

(О :::;; i :::;; N, О :::;; k :::;; N 1);

Gi+ 1 ,k Gi,k
h

(О :::;; i :::;; N 1, О :::;; k :::;; N)

02рани'Ч,ен'Ы по абсолютной вели'Ч,ине постоянной, зависящей толъ'К:о от

К1 ,К2 .

п. 4. При решении разностных краевых задач может оказаться, что ко--

эффициенты разностных уравнений по тем или иным причинам определя 

ются неточно. Однако желательно, чтобы при малом искажении коэффи 
циентов решение задачи менялось мало.

Пусть Yi и Yi решения разностных краевых задач

L(P,q,f)
y

' О О < < Nh  , i
, Уо == f..L1, УN

== f..L2,

L (P.q,f)y
 . Оh ,

(8)

Уо == f..Ll, YN
== f..L2,

L ,q,f)Yi== h 2(ДУiIВf V'YiIAf) i5fYi + Fi
h

.

(9)

При этом коэффициенты уравнения искажаются либо за счет искаж!?

ния коэффициентов дифференциальноrо уравнения, либо за счет неточно--

сти вычисления функционалов A
h

, B
h

,
Dh

и Fh, либо, наконец, в результате

обеих указанных причин.

Будем rоворить, что разностная схема (3) у д о в л е т в о р я е т при н

Ц и п у к о у с т о й ч и в о с т и, если из условий

N l

""'  h h
IAi Ai Ih == p(h),

i==l

N l

""'  h h
IDi Di Ih == p(h),

i==l

N l

""'  h h
IBi Bi Ih == p(h),

i==l

N l

""'  h h
IFi Fi Ih == p(h),

i==l

(10)



rде p(h) О при h О, следует сходимость решения Yi разностной краевой
задачи (9) к решению и(х) задачи (1), т. е.

IYi u(xi)1 ::;; po(h) О при h О. (11 )

Отсюда, в частности, следует, что для ко--устойчивой схемы

!Yi U(Xi)1 ::;; Pl(h), IYi Yil ::;; P2(h),

rде Pl(h), P2(h) О при h О.

Если в условиях (10) и (11) заменить

p(h) == O(h
n

), Po(h) == O(h
n

), (12)

то мы получим принцип ко--устойчивости n ropaHra.

п. 5. Формулируем необходимое условие ко--устойчивости.

Пусть р(х) имеет разрыв в точке ( == Хn + (Jh, О ::;; (J ::;; 1, Хn
== nh,

так что рл
== р(( О) i= рп == р(( + О). Введем функцию р(х, h), совпада 

ющую с р(х) всюду, кроме интервалов (Хn, Xn+l) И (Xn+l, Хn+2), Тоrда для

ко устойчивостисхемы L ,q,f)вида (3) необходимо выполнение условия

 h  h
BnB +lBп+2

рп

 h h  h
AпAп+lAп+2

== p(h) О
Рл

при h O. (13)

Нетрудно заметить, что необходимое условие сходимости в классе раз 

рывных коэффициентов, полученное ранее в работах [3, 41, является след 

ствием необходимоrо условия ко--устойчивости (13) (при р= р).

п. 6. Справедливы следующие леммы.

Л е м м а 2. Любая 1\,онсервативная схема L ,q,f)из исходНО20 ce.мeй 

ства схем удовлетворяют необходимому условшо 1\,о устОЙ"lивости(13).

Л е м м а 3. Пусть Yi, Yi решения 'К:раевъtХ зада"l

LhYi == О, Уо == f..Ll, YN
== f..L2; LhYi == О, Уо == f..Ll, YN

== f..L2,

2де Lh, Lh 'К:онсервативНъtе разностНъtе оnераторъt вида (3'), 1\,оэффи'Ци 
енты 'К:оторых удовлетворяют условиям

.

0< Kl ::;; A ::;; К2 , О::;; D ::;; К2 , IFihl::;; К2 . (2')



ТО2да и-меет -место неравенство

{
N N l N l

}шах IYi Yil с 2)A  A lh+L 1i5  D lh+L IF!: F!:lh , (14)
O( (N k==l k==l k==l

2де С постоянная, зависящая тол'Ы(;о от К1 и К2 .

Аналоrичная лемма имеет место для задачи (1).
Выбирая в качестве Lh точную схему L ,q,f)(см. [2]), а в качестве Lh

консервативную схему L ,q,J)из исходноrо семейства схем и опираясь на

лемму 3, нетрудно доказать теорему (ср. с [1]).

Т е о р е м а 1. Если ?\'онсервативная схе-ма L ,q,f)из исходНО20 ce-мe'й 

ства и-меет в не'К:оторо-м ?\,лассе Cmk,mQ,mf п 'йинте2pa.itънъt'й порядо'К: mo"l 

насти, то она и-меет этот же п 'йпорядо?\' mO"lHocmu для ?\'оэффициентов

С(l) 1) а С(l) С(l)
f С(l)

из ?\,ласса
n 1 ,т. е. ЛЯ р Е n 1'q Е n 1' Е n 1'

п. 7. Рассмотрим теперь каноническую схему (см. [1])

L ,q.J)Yi== h 2[дуi!Bi \7Yi/Ai] DiYi + Fi , (15)

функционалы которой не зависят от h, и потребуем, чтобы она удовлетво--

ряла необходимому УСJЮI::IИЮ (13).

Т е о р е м а 2. Если ?\,анони"lес?\,ая разностная схе-ма (15) из иcxoд 

НО20 се.ме'йства схе-м удовлетворяет необходимо-му условию ?\'o ycmoil"lU 
вости (13), то она 'К:онсерватнвна, т. е.

Bi
== АН1 или В[ф(s)] == А[ф(l + s)].

Опираясь на теорему 2 и леммы 2 и 3, можно убедиться в том, что:

т е о р е м а 3. Любая однородная ?\'онсервативная схе.ма из исходНО20

семе'йства схе-м удовлетворяет принципу 'К:о усто'й"lивости.

В результате приходим к следующей основной теореме.
т е о р е м а 4. Необходи-мым и достатО"lНъt-м условием ?\'o ycmoil"lU 

вости ?\,aHOHU"lec?\,ou схемы L ,q,f)является ее ?\'онсервативностъ.

])CJ, (О ( 'У ( 1) класс функций, имеющих на отрезке [0,1] непрерывную произ 

водную тп roпорядка, удовлетворяющую условию rельдера порядка 'У.



Т е о р е м а 5. Любая ?\,онсервативная схема L ,q,f)имеет 1 ииHтe 

2ралъНъtи порядо'К: mO"lHocmu в 'К:Лассе QB 2)
.

п. 8. Потребуем теперь, чтобы разностная схема L ,q,f)удовлетворяла
необходимым условиям ко--устойчивости 2 ropaHra.

Те о р е м а 6. Существует единственная 'К:анони"lес'К:ая схема «<Haи 
ЛУ"lшая ?\,онсервативная схема»), имеющая 2 иинте2ралъныlu порядо?\'
mO"lHocmu в Q l)и удовлетворяющая прин'Ципу 'К:о устОU"lивости2 20paH 

2а; эта схема L ,q,f)?\,онсервативна и определяется при помощи фун'К:'Ци 
оналов

о

А['Ф] == J ф(s) ds,
 1

0,5

D[ф] == F['Ф] == J 'Ф(s) ds.

 0,5

(16)

Заметим, что при доказательстве этой теоремы используется, в частно 

сти, лемма 1.

п. 9. Заменяя интеrрал, определяющий А[ф] в формуле (16), схемой

по какой нибудьквадратурной формуле, мы получим вместо наилучшей

канонической схемы L )неканоническую схему

i(p) y . == д
h h2 (

\J
Yi )Ah

' rде Af == Ahl [P(Xi + sh)],

J

Аhl[ф(s)] == Lаj'Ф(Sj), Sj
==  1+jh1 ,

j==l

Т е о р е м а 7. Для тО20 "lтоБыl определенная выlеe не'К:анони"lес'К:ая

схема i )имела второи инте2ралънъtu порядо?\' mO"lHocmu в 'К:Лассе Q l),
необходимо и JocmamO"lHO, "lтобъt h1 /h == 0(1) при h -------t О (N -------t 00).

1
h1 ==

J'

Аналоrичная теорема имеет место и для схемы

i ,q,f)Yi== i )Yi i5fYi + Fi\

функционалы i5hl и Fhl которой вычисляются по аналоrии с функцио--
налом Ah l

.

2)Q7,. (О 'У 1) класс функций, имеющих на [О, 1] m кусочно--непрерывных произ 

водных, причем m япроизводная удовлетворяет в интервалах ее непрерывности условию

rельдера порядка 'У.



п. 10. В работе [1] мы рассматриваем асимптотическое разложение для

решения разностной краевой задачи в случае непрерывных коэффициен 
тов. Если р(х), q(x) и f(x) функции из класса Q O),а L ,q,f) наилучшая

каноническая схема, то решение задачи (8) можно представить в виде

Yi
== U(Xi) + h

2
Y(Xi' h) + 0(h

4
),

rде У(х, h) == 0(1) и представляет собой функцию, не имеющую предела

при h -------t О. Отсюда следует, что в случае разрывных коэффициентов реш!?

ние разностной краевой задачи (8) не имеет при h -------t О асимптотики 2 ro

порядка.

Поступило 31 ХН 1959
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О НАИЛУЧШИХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ

А. Н. Тихо'Нов, А. А. Самарс'К',ии

1.

в последние rоды широкое использование быстродействующих элек 

тронных счетных машин стимулировало бурное развитие приближенных
методов, в первую очередь методов решения дифференциальных ypaBHe 

ний. При решении мноrих задач для дифференциальных уравнений Lu == О

с соответствующими дополнительными условиями часто обращаются к

методу конечных разностей. При этом искомую функцию и(х) заменя 

ют сеточной функцией u
h

, определенной на некоторой разностной сетке

Sh, а производные соответствующими разностными отношениями. В pe 

зультате дифференциальный оператор Lu заменяется разностным опера 

тором Lhи.

Практика использования машин настоятельно требует развития алrо 

ритмов решения не отдельных задач, а классов задач.

Рассмотрим класс дифференциальных уравнений L(k)u == О, определяе 
мый коэффициентами k(x) == {k1 (x), k2 (x),..., kn(x)} из HeKOToporo функ 
циональноrо пространства К. Разностный оператор L k)u,определенный
для всех k(x) Е К, мы будем называть разностной схемой в классе функ 
ций К.

В случае линейноrо дифференциальноrо уравнения Lu == О для ero pe 

шения обычно используются линейные разностные уравнения LhUi == О

и, следовательно, разностный оператор определяется заданием матрицы

коэффициентов at :

LhЩ == L atUj == О.

j

Если же речь идет о разностной схеме L k)для решения класса ypaB 

Труды ВсеСОlOзноrо совещания по дифференциальным уравнениям, Ереван, ноябрь 1958 [".

// Под ред. Р. А. Александряна и В. И. Карабеrова / Вычислительный центр Академии наук

Армянской ССР, Ереванский rосударственный униперситет. Ереван: Издательство Академии

наук Армянской ССР, 1960. с. 167 178.



нений L(k)u == О, то элементы матрицы (at) представляют собой HeKOTO 

рые функционалы в пространстве К коэффициентов k(x), зависящие от

птаrа С-Р.ТКИ h,. Та.ким обра.зом, для линейных уравнений L(k)u == О разност 

ная схема L k)определяется заданием матрицы функционала,зависящей от

параметра h.

2.

Мы будем rоворить, что разностная схема L k)сходится в классе К, ec 

ли для коэффициентов k(x) Е К решение разностноrо уравнения L k)Yi== О

сходится на любой последовательности сеток Sh при h -------t О К COOTBeTCTBY 

ющему решению дифференциальноrо уравнения L(k)u == О. Соответствие

решений разностноrо и дифференциальноrо уравнений определяется при

этом через дополнительные условия.

Мы будем rоворить, что разностная схема имеет интеrральный порядок
точности n (или n йпорядок точности), если для любых коэффициентов
k(x) из К разностный оператор имеет порядок точности n, т. е. если

( xIYi u(xi)1 :::;; Ch
n

,

rде и(х) решение дифференциальноrо уравнения, Yi соответствующее

решение разностных уравнений, С > О константа, не зависящая ни от h,
ни от х.

Можно привести примеры различных разностных схем, соответствую--

щих одному и тому же уравнению L(k)u == О, сходящихся в различных

классах коэффициентов K(k(x)) или обладающих в одном и том же классе

К различным порядком точности.

Таким образом, естественно возникает задача об определении наилуч 

ших схем, т. е. схем, сходящихся в наиболее широком классе коэффициентов
и обладающих там наивысшей точностью.

Однако подобная постановка нуждается в уточнении. Разностная cxe 

ма, для которой Yi == и(xi), rде и(х) точное решение задачи при заданных

k(x) Е К, представляет схему высшеrо порядка точности. Однако вычис 

лительный алrоритм для определения и(х) не всеrда бывает ясен. Поэтому
общая задача о построении наилучшей разностной схемы должна coдep 

жать характеристику допустимых разностных схем.

Существенной характеристикой разностной схемы L k)является поря 

док аппроксимации.



Разностный оператор Lh имеет при h О n йпорядок аппроксимации

относительно дифференциальноrо оператора L, если можно указать такую

(достаточно rладкую) функцию и(х), что

ILhu Lul < Ch
n

(h == ),
rде С> О постоянная, не зависящая ни от х, ни от h.

Разностная схема L k)в некотором классе К коэффициентов k(x) имеет

n йпорядок аппроксимации, если для любоrо фиксированноrо k == k(x) из

этоrо класса К оператор L k)имеет n йпорядок аппроксимации.

Различные схемы L k)и L  k)MorYT иметь одинаковый порядок аппрок 

симации (или порядок точности). TaKoro рода схемы естественно считать

эквивалентными.

Будем rоворить, что схемы L k)и L  k)имеют n йпорядок эквивалент 

ности в смысле точности (в смысле аппроксимации) в некотором классе К,
если для любых k == k(х) Е К имеем

IYi Yil < Ch
n

(ILhUi LhUil < Ch
n

),

rде Yi решение уравнения L k)Yi == О, Yi соответствующее решение

уравнения L  k)Yi== О.

Может оказаться, что разностная схема L k),аппроксимирующая (cxo 
дящаяся) дифференциальный оператор L(k) в некотором классе K(k(x))
(например, rладких функций), не будет аппроксимировать (сходиться к)
L(k) в более широком классе коэффициентов (например, кусочно непрерыв 

ных функций k(x)).

!3 3.

Приведем пример однородной разностной схемы L k), сходящейся в

классе достаточно rладких коэффициентов k(x) и дающей расходящийся

результат в классе разрывных коэффициентов.
Рассмотрим дифференциальное уравнение

d

[
du

]Lu ==

dx
k(x)

dx
== О (О < х < 1) (1)

с условиями и(О) == 1, и(l) == О и соответствующую разностную схему:

L k)Yi==O' (l i N l),уо==l, YN==O (h== ), (2)



rде

L(k) . k.
Yi l 2Yi + YHl kHl ki l YHl Yi l

h Yz z
h2

+
2h

.

2h (3)
ki == k(Xi), Xi == ih.

Если k(x) достаточно rладкая функция, то эта схема L k)имеет второй

порядок точности, т. е. Yi и{Xi) == O(h
2
).

Покажем, что она расходится даже в случае кусочно--постоянной
функции

{
kl при О < Х < Е == Хп + еh, О е 1,

k(x) ==

k2 при Е < Х < 1.

В этом случае решение задачи (2) имеет вид

O:Xi

Yi
== 1
Т при О Xi < Е (О i п),

,8(1 Xi)
Yi == при Е < Xi 1 (п + 1 i N),

rде

==  o+ h[l + (,8 0:)(1 е)],  o== О:Е + ,8(1 Е),

'" ==

3 + х
,

(:/ ==
3х + 1 k2

LL

5 х
fJ

5х 1
' х ==

kl

'

Отсюда видно, что предельная функция

{
1

о:х

у(х) ==

h У(Х, h) ==

,8(1  :)
 o

при О < Х < Е,

при Е < Х < 1,

rде У(Х, h) полиrональная функция, отлична при х -# 1 (k2 -# kl ) от

решения задачи (1), даваемоrо формулой

{
1

хх

1 (1 х)Е
и(х)== 1  

1 (1 x) 

при О Х <  ,

при < Х 1.

При некоторых значениях параметров х и выражение  o== О и функ 
ция у(х) вообще не существует.

Поэтому разностная схема (3) неприrодна для решения задачи (1) в

классе КУСОЧIю непрерьшпыхфункций k(x).



94.

Удобства использования вычислительных машин выдвиrают ряд общих

требований относительно разностных схем:

а) однородность схемы,

(3) симметрия схемы,

1) определенность схемы.

Будем называть разностную схему

(k)  "h
Lh Yi L.J aijYj

j

о Д н о р о Д н о й схемой, если элементы afj матрицы Lh во всех точках

разностной сетки определяются единообразно для всех функций k(x) из

класса К, т. е. являются в случае одной переменной х функционалами вида

h h
aij[k(x)] == aj i[k(s)],

(4)
k(s) == k(Xi + sh),  nl:::;;j i :::;; n2, nl О, n2 О.

Разностную схему L k)будем называть с и м м е т р и ч н о Й, если

at[k(x)] == a7.2i j[k(2xi х)], о:::;; (2i j)h :::;; 1.

Если однородная схема симметрична, то

nl
== n2, aj i[k(Xi+ sh)] == af j[k(Xi sh)]. (5)

Требование 1) означает, что разностные уравнения должны быть разр!?

шимы при любых значениях k(x) из К на любой разностной сетке SN
(см. [1, 2]).

95.

Рассмотрим первую краевую задачу для дифференциальноrо уравнения

L(k,q,f)u == [k(x)
du

] q(x)u + f(x) == О, О < х < 1,

}dx dx

и(О) == и, и(l) == и,
(1)

rде k(x) ko > О.



Введем следующие определения:
1. Если функция 'Ф(х), определенная при О Х 1, имеет непрерыв 

ную производную порядка n, то мы rоворим, что она принадлежит классу

сп (ф(х) Е сп); если, кроме Toro, n япроизводная удовлетворяет на ин 

тервале (0,1) условию rельдера порядка, > О, то 'Ф(Х) принадлежит

классу С;[.

2. Если 'Ф(Х) и все ее производные до n roпорядка включительно

кусочно--непрерывны в интервале (0,1), то 'Ф(Х) принадлежит классу Qn;
если, кроме Toro, ф(n)(х) на интервалах ее непрерывности удовлетворяет

условию rельдера порядка " то 'Ф(Х) принадлежит классу Q .

МЫ ставим своей целью отыскание наилучших однородных разностных

схем L k,q,f),сходящихся и дающих максимальную точность в классе

Qmk,mQ,mf(k,q,f) == {Qmk(k), Qmq(q), Qmf(f)}.

Допустимые разностные схемы будем брать для равномерных сеток

Sn (хо == О, Xl == h,..., Xi == ih,..., XN == Nh == 1) в виде

L(k,q,J) . [A(k,h). + C(k,h) . + B(k,h). ] D(q,h) . + F(f,h) О (6 )h Y 
h2 i Y  l i Y i YHl i y i  ,

rде каждый коэффициент схемы является функционалом соответствую--

щеrо коэффициента дифференциальноrо уравнения. Требование OДHOpOД 

ности схемы означает, что

A k,h)== Ah[k(s)], k(s) == k(Xi + sh),  1< s < 1, (7)

rде Ah[k(s)] некоторый функционал, определенный на интервале

 1< s < 1 для функций из Qm, т О, и зависящий от h. Аналоrичные

выражения имеют место и для остальных коэффициентов B}k,h), ci(k,h),
D(q,h) p(f,h)

t , 'l
.

Требование (З) симметрии схемы дает

Ah[J(s)] == Bh[f( s)] (Ah и B
h

взаимно симметричны),

Ch[f( s)]== Ch[J(s)], Dh[J( s)]== Dh[J(s)], ph[f( s)]== ph[J(s)]

(функционалы ch
,
Dh.

И plt симметричны).
Если функционалы А

h
,
Bh

,
ch

,
D1t

И plt не зависят от параметра h, то

такую разностную схему мы будем называть к а н о н и ч е с к о й.



э 6 .

Разностную схему L k,q,j)мы будем называть линейной, если все функ 
ционалы Ah, Bh, ch, Dh

и ph линейны и допускают при U < h < ho < 1

разложение вида

Ah[k(s)] == А(о) [k(s)] + hA(l) [k(s)] + h
2 А(2) [k(s)] + О(h

З
), (8)

rде А(О), A(l), А(2) линейные функционалы, не зависящие от h.

Нетрудно убедиться в том, что если линейная схема L k,q,j) вида (6)
сходится в классе rладких коэффициентов

Clnk,mQ,mj (k, q, Л == {Clnk (k), Clnq (q), Clnj (Л}, mk 1, m
q О, т! О,

то и линейная схема

L(k,q,J) y . == [B(k,h) (у '

У
. ) A k.h)(y .

У
. )] D q,h)y ' + p(J,h)

h l
h2 l l+l l l l l l l l l (9)

сходится.

в связи с тем, что линейные функционалы А, В, D и Р определены

для функций кусочно--непрерывных, мы должны остановиться на вопросе

о представлении линейноrо функционала в Qm.

э 7.

в классе непрерывных функций СОи) для линейноrо функциопала
Аи(х)], определенноrо на интервале а < х < Ь, имеет место интеr 

ральное представление

ь

Аи(х)] == J f(x) da(x), (10)
а

rде а(х) функция оrраниченной вариации (теорема Рисса).
В работе [3] показано, что в классе Qm(J) (т О) линейный функцио--

нал А [! (х)] имеет вид:

ь

A[f(x)] == J f(x) cta(x) + L{fП(Хj) [an(xj) a(Xj)] +
а J

+ fл(Хj) [a(xj) an(Xj)]} + L f(xj)(}"(Xj),
j



rде

а(х) == А[1]х(8)], {
О при а < 8 < х,

1]х(8) ==

1 при Х:::;; 8 < Ь

и

{
1 при 8 == Х,

lТх (8) ==

О при 8 =1 Х

характеристические функции функционала А,

(7(Х) == А[lТх (8)],

а(х) == а(х) L (7(Xj),
Xj<X

а(х) непрерывная часть функции а(х); fn(xj) И fл(Хj) означают правое

и левое предельные значения f(x) в точке х == Xj.
Если о-(х) == О, то функционал А называется ре r у л я р н ы м.

Если Аи(х)] > О для функций f(x) Е > О, то линейный функцио 
нал А[!] называется п о л о ж и т е л ь н ы м. В частности, если функционал
А[!] нормирован так: A[l] == ао, rде ао > О, то он положителен.

8.

Вернемся к разностной схеме (9).
Линейный, реrулярный, положительный и не зависящий от параметра

h Функционал A
h

== A[k(8)] будем называть н о р м а л ь н ы м Ф у н к Ц и

о н а л ом.

Если все коэффициенты линейной разностной схемы L k,q,f) вида (9)
являются нормальными функционалами, то такая разностная схема назы 

вается н о р м а л ь н о й с х е м ой.

Для всякой сходящейся в Cmk,mQ,mj схемы (9) можно указать эквива 

лентную ей в смысле сходимости нормальную схему.

В дальнейшем мы будем рассматривать нормальные схемы

L k,q,J)Yi== :2 [Bi (Yi+l Yi) Ai(Yi Yi l)] DiYi + Fj, (11)

l'де

Ai == A[k(Xi + 8h)],

Di == D[q(Xi + 8h)],

Bi
== B[k(Xi + 811)],

Fi
== F[J(Xi + 8h)],

 1< 8 < 1,

1 1
< 8 <  .

2 2



Требование BToporo порядка аllнроксимации, т. е. условие

CPi == L k,q,/)иi (L(k,q,/)и)i == O(h
2
)

означает, что

А[l] == В[l] == D[l] == F[l] == 1,

A[s] ==  0,5, B[s] == 0,5, D[s] == F[s] == О,

B[s2] == A[s2].

Если нормальная схема симметрична и имеет первый порядок аппрок 

симации, то, как нетрудно убедиться, она имеет и второй порядок аппрок 

симации.

Т е о р е м а 1. Для тО20 "lтоб'ы нормал'Ьная схема сходилас'Ь (имела
n иnорядо'К: тO"lHocтu, n == 1,2) в 'К:лассе 2лад'К:их 'К:оэффиv,иентов, необхо 

димо и JocтaтO"lHO, "lтобы она сходилас'Ь в С.м:ысле аnnро'К:симации (имела
n иnорядо'К: аnnро'К:симации) (см. [4]).

9.

Перейдем теперь к изучению вопроса о сходимости нормальных схем

D классе разрывных коэффициентов. Это изучение облеrчается тем, что

удается установить необходимое условие сходимости разностной схемы в

классе Qm(k), т О. Пусть

Е == хn + e(h) . h (О:::;; е :::;; 1, хn
== nh, n == n(h))

есть координата точки, в которой k(x) имеет разрыв l roрода, так что

kл == k(E О) =1= kп == k( + О).

Необходимое условие сходимости схемы L k)== L k,O,o) в классе Qm(k)
имеет вид:

tJ.n == (Аn+lСРn + BnCPn+l)h == p(h) -------t О при h -------t О (12)

или

дn ==
вnвn+l

kп

АnАn+l
== p(h).

kл
(12')



Для 'Рп и 'Рп+ 1 пuлучаем выражения

w

[ (
() 1 ()

)
Ап

]'Рп ==

h
Вп

kJl
+

k:
+ 0(1),

w

[
Вп+ !

(
() 1 ()

)]'Рп+1 ==

h k;:
Ап+!

kл
+
k;:

+ 0(1), w == kли == kпи .

Требуя, чтобы наша нормальная схема удовлетворяла условию (12) в классе

Qm(k) на любой последовательности сеток SN, находим

B[k(s)] == A[k(l + s)] + r[k(s)],

rде r[k(s)] нуль функционал,т. е. линейный функционал, тождественно

равный нулю в классе непрерывных функций.
При этом имеют место соотношения

Вп == Ап+! + p(h),
Bi == Ан!

p(h) -------t О при

для i i= n.

h -------t О,

Соответствующая разностная схема

(k) 1

[ ]Lh Yi ==

h2
Bi (Yi+1 Yi) Ai(Yi Yi l) (13)

называется к в а 3 и к О н с е р в а т и в н о й.

Если Bi
== Ai+l или B[k(s)] == A[k(l+s)] для k(x) Е Qm

L k)называется к о н с е р в а т и в н ой.

Имеют место теоремы [4].
Т е о р е м а 2. Если нор.малъная разностная схема L k) сходится в

QI (k), то она 'К:вази'К:онсервативна.

Те о р е м а 3. Для вся'К:ой сходящейся в QI(k) 'К:вази'К:онсервативной

нор.малъной схемы L k)существует э'К:вивалентная ей, в см'Ысле cxoдu.мo 

сти, 'К:онсервативная схема.

З а м е ч а н и е 1. Требование сходимости нормальной схеыы (11) в

Qmk,mQ,mf (k, q, 1) на функционалы D[q(s)] и F[J(s)] не накладывает ни 

каких дополнительных оrраничений, кроые условий

т О, то схема

D[l] == Р[1] == 1, D[s] == F[s] == О.



З а м е ч а н и е 2. Для разностной схемы (3), рассмотренной в п. 2,
имеем

дn == 17(kл kп ) + O(h) == 0(1) при kл =1= kп ,

т. е. эта схема не удовлетворяет необходимому условию сходимости

в классе Qm(k).

10.

Для отыскания наилучшей в смысле точности в Qmk,mQ,mj разностной
схемы используются необходимые условия BToporo порядка точности схемы

L k,q,f) в классе разрывных коэффициентов. Если == хn + Oh точка

разрыва функций k(x), q(x) и f(x), то эти условия записываются в виде:

<рn ==

O( ),}дn == O(h ).
(14)

Так как нормальная симметричная схема L k,q,f)имеет второй порядок ап 

проксимации, то вне точки разрыва х == имеем:

<t?i == L k,q,f)иi (L k,q,f)U)i== 0(h2
) при i =1= n, i =1= n + 1,

если

mk ;:: 3, mq 2, mj;:: 2.

Нетрудно убедиться в том, что среди рассматриваемых нормальных

симметричных схем L k,q,f)вида (11) нет ни одной схемы, которая удовлет 

воряла бы необходимым условиям 2 roпорядка точности (14).
Оказывается, что наилучшую схему надо искать среди нормальных схем

вида [5]

L(P,q,f) . [
Yi+1 Yi Yi Yi l

] D. . + F-h Yt
h2 Bi Ai

tYt t, (15)

rде

1

р(х) ==

k(x)
'

Ai == A[P(s)], Bi
== B[P(s)], p(s) == p(Xi + sh),

 1< s < 1, причем A[P(s)] и B[P(s)]  нормальныефункционалы, а Di и

Fi имеют тот же смысл, что и раньше (см. 9 8).



Т е о р е м а 4. Если нор.малъная си.м.метри"lная разностная cxe 

.ма (15) имеет второй nорядо'К: mO"lHocmu в 'К:Лассе Qmp,mQ,mf(p,q,f), то

она определена однозна"lНО:

L(P,q,f)
y

' L(p)
y

' D '

y
' + D,

h t h t t t rt1 (16)

2де

L )Yi== д (
\lУi

) == [
Yi+1 Yi Yi Yi 1

]h2 Ai h2 АН1 Ai
' (17)

о Xi

Ai == J P(Xi + sh) ds == * J p( )dx,
 1 Xi l

1 Х,
+

1
.

Di
== J q(Xi + sh) ds == * J q(x) dx,

1 Х 1
i  

1 Х,
+

l
.

Fi == J f(Xi + sh) ds == * J f(x) dx,
1 Х 1
 2 i  

(18)

(19)

h
х. 1 == Х.  .

t 
t

2

Разностная схема (16) является консервативноЙ.. Уравнение

L(p,Q,f)
y

' Оh t ,

т. е. уравнение

X.
+

l Х.
+

l
·
2

·

W.
+

l  W.1  YiJ q(x)dx+ J f(x)dx ==О,
t t 

Х. 1 Х, 1
. . 

2

W
Yi l Yi

i  Aih
'

(20)

выражает закон сохранения, соответствующий дифференциальному ypaB 
нению Lu == О, дЛЯ интервала (Х. 1, Х

'

+
1 ) ,

а W, 1 есть разностный аналоr

t "2
t

2
t 

2

(
1 du

)
du

потока
d

== k 
d

в точке х == x. 1 ==
xi 0,5h.

р х х t
2



Если воспользоваться термической интерпретацией, то (20) есть ypaB 

Х.
+

l
,

2"

нение баланса тепла, а Wi l. тепловой поток, J f(x) dx количество
2

х. 1
' 2

выделяющеrося на (Х. 1, Х .

+
1 ) тепла.

t 
"2

t
2"

Результат теоремы 4 не зависит от специальной формы записи диффе 
ренциальноrо и разностноrо операторов.

Рассмотрим разностную схему вида

(k) 1

Lh Yi ==

h2
[bi (Yi+1 Yi) ai(Yi Yi I)], (21)

rде

щ == Ф(ll[<р(k(Хi + sh))]), bi == Ф'(l2[1/;(k(Хi + sh))]), (22)

ll[f(s)] и l2[J(S)] нормальные функционалы, определенные в Qm(f) на

интервале 1 < s < 1. Функции <р,1/;, ФиФ' имеют производные BToporo

порядка, удовлетворяющие условию Липшица.
т е о р е м а 5. Если си,м,,м,етри"lНая разностная схема вида (21)  (22)

имеет второй nорядо'К: mO"lHocmu в 'К:лассе Qm(k), то она определена oдHO 
зна"lНО:

L(k) . == д (
'\lУi

) == [
УНl Yi Yi Yi l

]h Yt
h2 Ai h2 АН1 Ai

'

(ai ==  i' bi == ан1 ) ,

1
2де Ai определяется Фор,м,улой (18) при р(х) ==

k(x)
'

З а м е ч а н и е 1. Разностная схема (23), rде

==
2ki l,пki,л

== [0,5 ( + )]
 1

Ai ki lп+kiл ki lп kiл
" "

(23)

(24)

может давать второй порядок точности в Qm(k) только тоrда, коrда точка

разрыва == хп + Oh коэффициента k(x) совпадает либо с узловой точ 

кой сетки (О == О или О == 1), либо находится посредине между соседними

узловыми точками (О == 0,5).
З а м е ч а н и е 2. Если интеrрал в формуле (18) для Ai вычисляется

по квадратурной формуле, например, вида

О L

J p(s) ds == 0,5 L[P(Sj 1+ О) + p(Sj 0)]h 1 ,

1 )==1

1
h 1 ==

L'



то получаемая при этом разностная схема (не являющаяся канонической

схемой) будет удовлетворять необходимым условиям BToporo порядка точ 

ности в Qm(P) только в том случае, коrда h1 == O(h) при h О, т. е. предел

.
N

11т
L

остается конечным при N 00.

11.

Найденная нами разностная схема (16), в самом деле является наилуч 

шей, т. е. имеет второй порядок точности в случае разрывных коэффици 
ентов уравнения L(k,q,f)u == О.

.

Пусть и(х) решение уравнения

L(k,q,f)u == О, О < х < 1,

с условиями

и(О) == и, и(l) == и, (задача I)

а Yi решение разностной задачи:

L k,q,f)Yi== о (1::;; i ::;; N 1), Уо == и, YN == и, (задача П)

lAe L k,q,f) разностная схема (16).
Разность Zi == Yi U(Xi) удовлетворяет уравнению

L klq)Zi==  'Pi, 'Pi == L k,q,f)щ (L(k,q,f)и)i, L(k,q) L(k,q,O)
h h '

и нулевым rраничным условиям

Zo == О, ZN == О. (задача ПI)

т е о Р ем а 6. Разностная схема L(k,q,f)
h ,

(16) (19), имеет в 'К:Лассе Qmk,mQ,mf второи

тk 3, тq
2 и т/ ;:: 2. Иными словами,

определяемая формулами

nорядо'К: mO"lHocmu, если

Zi == Yi U(Xi) == O(h
2
) при h О,

2де Yi решение зада"lи П, и(х) решение зада"lи I.



12.

Применение наилучшей разностной схемы для решения задачи Штурма 
Лиувилля

L(k,q)u + ).,р(х)и == О (О < х < 1), и(О) == О, и(l) == О,

позволяет определять собственные значения и собственные функции с точ 

ностью до BToporo порядка относительно шаrа h разностной сетки в классе

разрывных коэффициентов k(x), q(x) и р(х).
Разностная задача Штурма Лиувилляставится так:

L k,q)Yi+ ApfYi == О (1 i N 1), Уо == О, YN == О,

rде

L(k,q)
y

, L(k)
y

. Dy .

h t h t t,

(k) 1

(
\I

A .

i

) ,Lh Yi
h2
Д

.

о

А- J
ds

t

k(Xi + sh)
,

 1

1
2"

Di == J q(Xi + sh) ds,
1

 2"

1

2"

р? J p(Xi + sh) ds,
1

 2"

т. е. L k,Q)и; == q Ар) наилучшая схема.
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Введение

в связи с широким применением быстродействующих электронных

счетных машин возникает необходимость развития однородных вычисли 

тельных методов, приrодных для решения определенных классов l'v1атеI\Ш 

тических задач.

Для нахождения приближенных решений дифференциальных ypaBHe 

ний Lu == О с некоторыми дополнительными условиями lu == О часто обра 
щаются к методу конечных разностей; при этом искомую функцию и заме 

няют сетчатой функцией u
h

, определенной на разностной сетке Sh, а диф 
ференциальный оператор Lu разностным оператором Lhuh (см. [1 101).

Приближенное решение исходной задачи определяется как решение си 

стемы разностных уравнений Lhuh == О с соответствующими разностныl\Iи

дополнительными условиями Zhuh == О.

Практическое использование быстродействующих электронных счет 

ных машин показывает, что нецелесообразно развивать численные I\IeTO 

ды применительно к индивидуальным задачам. Необходимо развитие чис 

ленных алrоритмов, приrодных для решения определенных классов задач.

Рассмотрим, например, класс дифференциальных уравнениЙ L(k)u == О с

дополнительными условиями z(k)u == О, характеризуемый типом операторов

L(k) и Z(k) и функциональным пространством К, из KOToporo берутся BeKTOp 
коэффициенты уравнения. Закон для написания разностных уравнениЙ



для всех коэффициентов k(x) из функциональноrо пространства К мы бу 

дем называть раз н о с т н о й с х е м о й. Разностная схема L k)uhв co 

единении с разностной схемой l k)uhрассматривается как вычислительный

алrоритм для решения любой задачи из заданноrо класса задач.

Развитие теории разностных схем естественно приводит к постановке

следующих вопросов:

1) обеспечивает ли выбранная разностная схема сходимость решения

разностной задачи к решению исходной задачи для дифференциальноrо
уравнения в заданном классе коэффициентов и каков асимптотический

порядок сходимости при h о;

2) если разностная схема не фиксирована, а рассматривается HeKOTO 

рое семейство «допустимых» схем, то как выбрать из этоrо семейства схем

лучшие схемы, которые дают высокую точность в наиболее широком классе

коэффициентов и устойчивы относительно возмущений, связанных с ошиб 

ками вычислений.

Пункт 1 введения посвящен выяснению понятия однородных разност 

HblX схем. Изучение структуры исходных классов схем необходимо, посколь 

ку основная задача теории разностных схем состоит в установлении связи

между структурой схемы и той точностью, которую она реализует. Изуче 
нию конкретных разностных схем посвящена обширная литература.

Н п. 2 приведен пример разностной схемы для дифференциальных опе 

раторов типа Штурма Лиувилля,дающей высокую точность в классе дo 

статочно rладких коэффициентов и не дающей даже сходимости в классе

разрывных коэффициентов. Между тем класс уравнений этоrо типа с раз 

рывными коэффициентами представляет большой научный и практический

интерес.
Большое значение имеет проблема выделения семейств разностных схем

«сквозноrо счета», которые позволяли бы решать задачи единым способом

как в случае непрерывных, так и в случае разрывных коэффициентов, не

прибеrая к явному выделению их точек разрыва. (Выяснение положения

точек разрыва коэффициентов особенно сложно в том случае, коrда эти

коэффициенты получаются в результате приближенноrо решения друrих

уравнений. )
В п. 3 приводится второй пример, существенный для обсуждения

постановки вопросов.

В п. 4 дается обзор результатов всей статьи.



Настоящая работа представляет собой сводку результатов, опублико 
ванных авторами в 1956 1960rr. (см. 111 191).в процессе написания обзор 
ной статьи опубликованные материалы были подверrнуты существенной

переработке.

1. Однородные разностные схемы. Требование единообразия или

однородности вычислений, особенно важное для образования циклов, BЫ 

деляемых в процессе проrраммирования, накладывает свои требования на

семейства разностных операторов и схем. Перейдем к определению OДHO 

родности разностных операторов и схем, оrраничиваясь случаем одноrо пе 

peMeHHoro, что связано с последующим изложением; однако эти определе 

ния без труда переносятся на случай мноrих переменных.

Рассмотрим примеры. Для дифференциальноrо оператора с постоянны 

ми коэффициентами

d2u
Lu ==

dx2
qu, q == const, О < Х < 1,

простейший разностный (трехточечный) оператор определяется заданием

шаблона 9ЛQ , состоящеrо из трех точек т ==  1,0,1, и производящей функ 

ции

h E 1 2Ео + Еl h
ф [и] ==

h2 quo
== Ф (и l,ио, щ).

Эту функцию можно рассма1'рИRа1'Ь как функционал, заданный на сетча 

той функции и, определенной на шаблоне:

и=={ит}, тЕ9ЛQ{ l,о,l}.

Значение разностноrо оператора Lhuh в точке Xi сетки Sh {Xi == ih,
h == l/N, i == 0,1,... , N} дЛЯ 1 :::;: i :::;: N 1 определяется как значение

производящей функции оператора фh от aprYMeHToB, являющихся значе 

ниями сетчатой функции u
h

== {и7} в точках шаблона 9Л i'oTHeceHHoro
к точке Xi:

9Л i== {Xi + mh}, т Е 9ЛQ ,
т. е.

h
2

h h
h Ui l u

i +
Ui+ 1 h h h

(Lhu )i ==

h2 qUi == Ф [и (Xi + mh)].

Аналоrично определяются разностные операторы и для случая мноrих

переменных (например, для уравнения Лапласа) (см. [11).



Остановимся на понятии однородноrо разностноrо оператора

Lhu
h

== U
h

.

Введем предварительно несколько определений.
Конечное множество 9J10 == { тl, тl+ 1, . . .

, 0,1, . . .

, т2} точек цело 

численной сетки будем называть ш а б л о н о м о пер а т о р а, а функцию

Ф
h

( ) Ф
h

[ ]U тl,U тl+1,...,uo,Ul,...,Uт2== и

от тl +т2 + 1 переменных, зависящую от h как от параметра, будем назы 
вать производящей функцией (функционалом) разност 

Horo оператора. Функция фh является h параметрическимфункционалом
от сетчатой функции U == {ит , m Е 9J10}, заданной на 9J10'

Преобразование переменных

Х == х + sh,

которое мы будем называть п р е о б раз о в а н и е м с Д в и r а, отобража 
ет (при s == т, m Е 9J10) шаблон 9J10 на множество точек 9J1 ,которое мы
назовем пр е о б раз о в а н н ы м h ша б л о н о м в точке х. Если х ==

== Xi, тl < i < N т2, является узловой точкой сетки Sh и h == h, то

преобразованный h шаблонв точке Xi является частью сетки Sh.
Сетчата}! Функци}! 'u

h
, ::!аданна}! на ()l:Н()ННОЙ сетке Sh, индуцирует с

помощью преобразованноrо h шаблонав точке Xi функциIO U i'опреде 
ленную на 9J10 :

U i== {uh(Xi + mh), m Е 9J10},

если только 9J1 iС Sh, т. е. тl < i < N т2.

Разностнъl'U оператор Lhu
h

== Uh
буде.м назuватъ однородНЪt.м, если

существует производящая Фун'К:ция (фун'К:ционал)

фh[u], U == {ит , m Е 9J10 },

определенная для сет"lатъtХ Фун'К:ции, заданнъtХ на шаблоне 9J10 ,
та'К: "lmo

зна"lения оператора в тО"l'К:е Xi равнъt

u
h

== фhuh == ф
h

[иh (х, + mh)]Xi ,



2де 11  ; фун'К:ция, индуцированная на шаблоне 9J10 ceт"laтou Фун'К:циеu
u
h
при помощи nреобразоваННО20 h шаблонав тО"l'К:е xi.

Такой оператор Lh преобразует сетчатую функцию u
h

, заданную на Sh,
D сетчатую функцию U

h
, определенную на сетке B {Xi, т1 i N т2},

которая является частью сетки Sh.
Рассмотрим теперь примеры разностных схем для класса дифференци 

альных операторов

L(k)и == d [k1(X) ] k2 (x)и + kз(х),

rде коэффициенты k(x) == (k1 (x),k2 (x),kз(X)) принадлежат к некоторому

функциональному пространству К.

Рассмотрим в качестве примера схему

(L(k)иh)i == Ui(h,k) == :2 [Bi (иf+1 uf) Ai(иf uf l)] DiUi + Pi,

о < i < N,

rде

(
1

l
Х;

dx

)
 1

Ai
==

h k1 (х)
Xi l

[1
0

ds

]
1

k1 (Xi + sh)
,

 1

[1
1

ds

]
1

Bi ==

k1 (Xi + sh)
== Ан1 ,

О

1
Di

==

h

xi+O,5h

1 k2(X) dx ==

0,5

1 k2(Xi + sh) ds,

 0,5Х;  0,5h

0,5

Fi == 1 k3(Xi + sh) ds, Xi == ih, i == 1,2,..., N 1, h == l/N.
 0,5

Эта схема обладает рядом достоинств.

Значение (L k)иh)iможет быть определено при помощи производящеrо

функционала

1
фh[11, k(s)] ==

h2 [B(k1 )(111 110) A(kl) (110 111)] D(k2 )110 + р(kз ),



rде

A(kl) == A[kl(S)] == [/
0

ds

]
1

kl (s)
,

 l

B(kl) == B[k1(s)] ==

1

[/
ds

]
 l

== A[k1 (1 + s)],
k 1 (s)

о

0,5

D(k2) == D[k2(S)] == / k2(S) ds,

 0,5

0,5

р(kз ) == P[k3(S)] == / kз(S) ds,

 0.5

определенноrо для сетчатой функции U == {Ет }, заданной на трехточечном

шаблоне 9J10 (т ==  1,0,1), и функций k(s) == {k1(s), k2(S), kз(s)}, заданных
на отрезке  o( 1 s 1), который мы будем называть к о э Ф Ф и ц и

е н т н ы м ш а б л о н о м, если положить

Um==ur+m, mE9J10 , kj(s)==kj(Xi+sh), j==1,2,3, SE o.

Дадим определение понятия однородной разностной схемы L k)uh.
Введем предварительно несколько определений.

Конечное множество 9J10 {т ==  тl, тl+ 1,. . .

, 0,1,. . .

, m'2} точек цe 

лочисленной сетки будем называть с е т ч а т ы м, а отрезок

 o{ тl s т2} к о э Ф Ф и ц и е н т н ы м ш а б л о н о М. Функцио 
нал фh[u, k(s)], определенный для сетчатой функции U {Ет , m Е 9J10} и

коэффициентов k(s) (s Е  o)на соответствующих шаблонах и зависящий
от h как от параметра, будем называть про и з в о Д я Щ и м Ф у н к Ц и

о н а л о М.

При определении сетчатоrо шаблона 9J10 и шаблона коэффициентов  o
можно без оrраничения общности тl и т2 считать одинаковыми. Для слу 

чая мноrих переменных шаблон  oможет задаваться независимо от 9J10

множества векторов, соединяющих начало координат с точками целочис 

ленной сетки.

Преобразование сдвиrа Х == х + sh отображает шаблоны 9J10 и  oна

множества точек 9J1 и   ,которые мы будем называть п р е о б раз о

в а н н ы м и h ша б л о н а м и в точке х.

Рассмотрим функции u
h
и k(x), заданные, соответственно, на основной

сетке Sh и на  ,основной области изменения х. Эти функции индуцируют



с помощью преобразованных шаблонов 9]1 iи   iВ точке Xi функции U i
И k i(s ), определенные на 9]10 и  o:

U i== uh(Xi + mh), т Е 9]10,
 h

kXi(s) == k(Xi + sh), s Е  (],

если только 9]1 iи   iпринадлежат, соответственно, Sh и  .

Разностную схему L k)uh,соответствующую дифференv,иал'Ьно-му one 

ратору L(k)u,  Ъlбуде-м назыl ват'Ь однородной разностной схемой в 'К:лас 

се 'К:оэффиv,иентов k(x) Е К, если существует производящий фун'К:v,ио 
нал фh[и, k(s)], с nO-МОЩ'ьЮ 1\,отОРО20 зна"lения (L k)uh)iопределяются по

фор-муле:

(L k)uh)i== фh[и i'k i(s)] == фh[иh(Хi + mh), k(Xi + sh)].

Разностная схема L k)при любом выборе k(x) Е JC определяет оператор,

который функцию u
h

, заданную на сетке Sh, преобразует в функцию L k)uh,
заданную на сетке B (Xi, тl i N т2), являющуюся частью сетки Sh'

Если разностная схема L k)uhл и н е й н а относительно сетчатой функ 
ции u

h
== {uf}, то

(L k)иh)i== La [k(x)]ur+ bf[k(x)],
1

rде суммирование проводится, вообще rоворя, по всей сетке Sh. Коэффи 
циенты a [k(x)]и bf[k(x)] являются функционалами коэффициентов диф 
ференциальноrо оператора L(k)u, зависящими от параметра h. Задание

L k)uhэквивалентно заданию матрицы функционала(at[k(x)]) и BeKTO 

функционала bf[k(x)]. Однородность линейной схемы L k)uhозначает, что

т2

(L k)uh)i== L AJ[k (s)]uf+j+ Bh[k (s)], (k (s)== k(Xi + sh)),
j== ml

rде AJ[k(s)] и Bh[k(s)] параметрические

ные для вектор функцийk(s), заданных на

 o( тl s т2), причем

a Hk(x)]== AJ[k(Xi + sh)], j == l i, для

a Hk(x)]== о для

bf[k(x)] == Bh[k(Xi + sh)].

функционалы, определен 

коэффициентном шаблоне

тl ::;; j т2,

j <  тlи j > т2,



Производящий функционал этой линейной однородной схемы равен

т2

фh[u, k(8)] == L AJ[k(8)]Uj + Bh
[k(8)],

j  ml

rде k(8) функция, определенная на шаблоне  o( тl 8 т2),
Разностную схему мы будем называть с и м м е т р и ч н о й схемой, если

выражение L k)uhостается неизменным при изменении направления оси х.

Условие симметрии однородной схемы имеет вид

фh[иНj, k(Xi + 8h)] == фh[иi j,k(Xi 8h)],

j == О, :1::1, :1::2,... ,:1::т (тl == т2 == т),  т8 т.

Симметрия линейной однородной схемы определяется равенствами

AJ[k(8)] == A j[k( 8)], j == О, :1::1,...,:1::т (тl == т2 == т),

B
h
[k(8)] == Bh[k( 8)].

При решении систем дифференциальных уравнений dY/dx == k(x, У(х))
класс уравнений определяется не просто коэффициентами k(x), зависящи 

ми от переменной х, а «коэффициентами» k(x, У), зависящими также от

искомой векто функцииУ(х). Понятие однородных разностных схем пе 

реносится и на этот случай и охватывает схемы, применяемые в методах

Эйлера и Адамса Штёрмера1).
2. Некоторые примеры. Для частичноrо пояснения поставленных в

п. 1 вопросов рассмотрим примеры.

При м ер 1. Рассмотрим первую краевую задачу

L(k)u == [k(x)
du

] == О, 0< х < 1, и(О) == 1, и(l) == О.
dx dx

Рассмотрим однородную разностную схему, определяемую производя 

щим функционалом

фh[u, k(8)] == k(O)
иl

2  
+ U l k(l) k( l)

2h

Ul и 1

2h

l)CxeMa PYHr KYTTaвыходит за рамки данноrо определения однородных схем. Oд 
нако нетрудно расширить понятие однородности разностных схем так, чтобы оно OXBa 

тывало и схему PYHr KYTTa.



которая приводит к системе, разностных уравнений

(L k)uh)i== фh[иh(Хi + mh), k(Xi + sh)] ==

h
2

h h
k

k.
Ui+ 1 Ui + Ui 1 Н1 ki 1

t

h2
+

2h

h h
и
Н1 Ui 1

== О,
2h

m ==  1,0,1, 0< i < N, h == l/N,

или

1

[
(k) л h (k) h

]h2
B

i LЩi A
i 'VUi О, о < i < N,

h
ио

== 1,
h

ОUN ,

rде

 щ== иН1 Щ, 'VUi == ui Ui 1,
(k)

1
Bi

== ki + :1(kH1 ki 1),

(k) 1
A

i
== ki :1 (kH 1 ki 1)'

Как будет показано ниже (см. 9 2, п. 4), эта схема обеспечивает второй

порядок точности в классе rладких коэффициентов k(х) (k Е с(3))

uf U(Xi) == O(h
2
).

Покажем, что эта схема не обеспечивает даже сходимости в классе

разрывных коэффициентов. Рассмотрим кусочно--постоянную функцию

k(x) == {
k1 '

k2 ,

о Х <  ,

< Х 1,

rде иррациональное число. Пусть принадлежит интервалу (Хn, Хn+1)
сетки Sh, == Хп + Bh, о < в < 1. Разностные уравнения для i i- n, i i- n + 1

дают

 и7== 'Vuf+1'
т. е. uf линейна относительно номера i для i < n и i > n + 1:

{
1 Xi, Xi <  ,

u
h

==

t fЗ
(1 Xi), Xi >  .



Коэффициенты и определяются из уравнений для i == n, n + 1:

3+и
a 
5 и

' (3 ==

3и + 1
,

5и 1

k2
и ==

k1
'

== a + (3(1  )+ h[l ((3 а)(l О)].

Вводя полиrональную функцию иh(x, h), натянутую на сетчатую функ 
цию и ,и совершая предельный переход при h О, видим, что предельная

функция

{
1  x, х <  ,

u(х) liт "h(x, h) fЗ:0

h O

 O
(1 х), х >  ,

( O== a + (3(1  ))

отлична от решения исходной задачи, paBHoro

{
1

их

( )
И + 1 (

и х
1 х

И + 1 (

х < ,

х > ,

для и i= 1. В самом деле, сравнивая выражения для Щх) и и(х), можно

показать, что равенство и(х) == и(х) имеет место только для и == 1. При
некоторых и и имеем  O== О и предельной функции U(х) вообще не

существует.

Таким образом, при использовании разностных схем необходимо изучать,

в каком классе коэффициентов они дают сходимость.

При м е р 2. Рассмотрим первую краевую задачу

L(k,q,f)u == [k(x)
du

] q(x)u + f(x) == О, О < х < 1,
dx dx

и(О) == иl, и(l) == и2,

для класса дифференциальных уравнений, характеризуемоrо коэффици 
ентами k, q, f Е Q(O) (т. е. кусочно--непрерывными на отрезке О х 1).
Будем предполаrать, что k(x) М1 > О, q(x) О.



Очевидно, что в промежутке (Xi l,ХН1)

и(х) == Pih(x)Ui 1+ Qf(X)Ui+l + Rf(x),

rде Pih(x) и Qf(x) определяются через решение и(1) (х) и и(2) (х) однородноrо

уравнения

L(k,q)u == [k(x)
du

] q(x)u == О,dx dx

удовлетворяющее условиям 2)

u(I)(Xi l)== О, k. l и(l) (Х' 1) ==
ъ ъ 

h'

ki+lU(2)(Xi+l) ==   ,и(2)(ХН1) == О,

причем

h и(2)(х) h и(1)(х)
Pi(x)==

(2)(. )
' Qi(x)==

(1)(. )
'

и Xъ 1 U Хъ+l

и(I)(ХН1) =1= О, u(2)(Xi l)=1= О, (q О)

и R7,(x) определяется через решение и(З)(х) исходноrо неоднородноrо ypaB 

нения L(k,q,f)u == О, удовлетворяющее условиям

и(З)(Хi l)== и(З) (ХН1) == О, Rh(x) == и(З)(х).

Таким образом, точное решение в узлах сетки совпадает с решением

разностных уравнений

Yi == PihYi 1+ QfYi+1 + Rf, Уо == иl, uN == и2,

коэффициенты которых

pi
h

== pih(Xi), Q7 == Q7(Xi), R7 == Rf(Xi)

являются функционалами от k(x), q(x) и f(x).

2)Нормировка производной произвольна. Начальные значения производных выбира 
ются для удобства последующих вычислений.



Преобразуем условия, определяющие  h,Q7 и R7. Преобразование

Х Xi
s== 

h

переводит u(l)(x) и и(2)(х) в решения и(l)(s) и и(2)(s) уравнения

:s (k(s):) h
2
q(s)и(s) == о,  1 s 1,

k(s) == k(Xi + sh), q(s) == q(Xi + sh),

удовлетворяющие условиям

и(1)( l)== О, k( l)и(l)/( l)== 1, и(2) (1) == О, k(1)и(2)/(1) ==  1,

а и
3
(х) в решение и(3) (s) неоднородноrо уравнения

d

(
dfi(3)

)
2 (3) 2 

ds k(s) h q(s)и (s) + h f(s) == О, ](s) == f(Xi + sh),

определяемое условиями

и(3)( 1)== и(3)(1) == О.

Рассмотрим функциона.пы

h и(2) (О) h и(l)(o)
Р [k(s),q(s)] ==

и(2)( 1)
' Q [k(s),q(s)] ==

и(l)(l)
'

R
h
[k( s), q(s),1(s)] == и(3) (О),

зависящие от k(s), q(s), ](s).
Точная разностная схема является однородной схемой и определяется

характеристическим функционалом

Фh Ph Q
h 

R
h

== ио U l Ul .

Однако практически точной схемой не пользуются ввиду сложности

определения ее коэффициентов. Для решения рассматриваемой краевой

задачи пользуются различными семействами «допустимых» схем, коэффи 
циенты которых вычисляются достаточно просто.



В частности, широко распространены дискретные схемы, определяемые

при помощи значений коэффициентов уравнения лишь в узловых точках

сетки (например, схема примера 1).
Для построения теории однородных разностных схем надо задать ИСХОk

ное семейство схем, найти функциональный класс коэффициентов диффе 
ренциальноrо уравнения, в котором схемы из исходноrо семейства сходятся,

а также выяснить вопросы о точности отдельных схем.

3. Об аппроксимации и точности разностных схем [6]. PaCCMOT 

рим класс дифференциальных уравнений L(k)u == О, определенный для

k(x) Е К, и однородную разностную схему L k)uh,определенную для Toro

же класса коэффициентов.
Пусть фh[и, k(s)] есть производящий функционал схемы L(k)uh , опред!?

ленный на шаблонах 9]10 ( тl m т2) и Ео ( тl s т2), Пусть
х фиксированная точка в области определения оператора L(k)v и v(x)
некоторая функция, заданная в окрестности этой точки. Функция v(x)
индуцирует с помощью шаблона

9]1 == {х + mh, m Е 9]10} сеточную функцию

v == {v(x + mh), m Е 9]10} на шаблоне 9]10.

Рассмотрим величину

L k)V == фh[v(х + mh), k(x + sh)]

и разность

II1 (Х V h) == L(ko)v!!:. (L(ko)v)..,.. , , h х x x,

rде ko(x) некоторый фиксированный коэффициент из класса К; функ 

ЦИю r.p назовем поrрешностью аппроксимации в точке х оператором L ko)
оператора L(ko) или поrрешностью аппроксимации для оператора L ko).

Будем rоворить, что разностный оператор L ko)в точке х при h О

имеет n йпорядок аппрокси!\,шции относительно дифференциальноrо опе 

ратора L(ko ), если можно указать такое т, что для любой т KpaTHO

дифференцируемой функции v(x) Е с(т) имеет место оценка

r.p(x,v,h) == O(h
n

) или 1r.p(x,v,h)1 Mh
n

,

rде М константа, зависящая от х, v(x) и ko(x).



Будем rоворить, что разностная схема L k)в точке х имеет n йпорядок

аппроксимации относительно L(k) в классе коэффициентов К, если для лю 

боrо фиксированноrо коэффициента ko(x) Е К разностный оператор L ko)
в точке х имеет n йпорядок аппроксимации.

Пусть и(х) решение уравнения

L(k)u == О ,

удовлетворяющее HeKOTOpbIl\>l дополнительным условиям [и == О (задача I),
а u

h
== {и7} решение разностноrо уравнения

L k)uf== о

с соответствующими дополнительными условиями lhuh == О (задача П).
Разность zf == и7 u(xi) представляет поrрешность, допускаемую при

решении исходной задачи; в дальнейшем будем эту разность оценивать по

норме Ilzflll == т?Х Izfl, rде тах берется по всем точкам сетки, на которой

задана функция zf.
Будем rоворить, что решение разностной задачи (П) сходится к реше 

нию задачи (I) в классе К, если

Ilzflll :::; p(h) О при h О

для любоrо коэффициента k(x) Е К.

Если же Ilzflll == O(h
n

) или Ilzflll :::; Mh
n

, rде М постоянная, за 

висящая только от выбора коэффициента k(x), то будем rоворить, что

задача (II) имеет n йпорядок точности.

Точность разностной задачи зависит как от выбора разностной схемы,

так и от выбора разностных краевых условий. Если краевые условия для

задач (1) и (П) совпадают (это имеет место, например, для первой Kpa 

евой задачи; см. п. 4 введения), то точность разностной краевой задачи

полностью определяется выбором разностной схемы. В этом случае можно

rоворить, что «разностная схема сходится», или «разностная схема имеет

n йпорядок точности».

Если схема L k)линейна, то для функции zf получается следующее

уравнение:

L(k) zh ==  {l'Jh rде
(l'Jh == L(k)u, (L(k)u ) ,

h y , y h

поrрешность аппроксимации в точке xi для разностноrо оператора L k),
взятая на решении и(х) дифференциалЫlOrо уравнения L(k)u == О.



Порядки аппроксимации, рассматриваемые на семействе достаТО -IНО

rладких функций v(x) Е с(т) и на семействе решений уравнений L(k)u == О,
MorYT быть существенно различными.

 (k) ==(k)
Будем rоворить, что однородные разностные схемы Lh и Lh , опреде 

ленные в одном и том же классе К, имеют n йпорядок эквивалентности в

смысле аппроксимации в точке х == Х, если для любоrо k(x) Е К

 (k) ==(k)
n

ср(х, v; h) == (Lh v)x=ox (Lh v)x=ox == O(h ),

rде v(x) любая достаточно rладкая функция, т. е. Icp(x, v; h)[ :::;; Mh
n

,

М константа, зависящая от выбора k(x), v(x) их.

h  h  (k)h ==(k)=h,
Пусть Yi и Yi решения уравнений Lh Yi == О И Lh Yi == О С дополни 

 (k) h =(k) h
тельными условиями lh У == О и lh У == О (задачи П' и П").

Будем rоворить, что разностные краевые задачи (П') и (П") имеют n й

порядок эквиваJlентности в классе К, если для любоrо k(x) Е К

Ilyf yflll :::;; Mh
n

,

rде М константа, зависящая от выбора k(x) и не зависящая от h.

Очевидно, что при изучении разностных задач их можно заменять экви 

валентными задачами и в классе эквивалентных задач выбирать разност 

ные схемы наиболее простой структуры.
4. Основные результаты работы. В данной статье мы проводим

изучение однородных схем для решения первой краевой задачи

L(k,q,f)u == [k(x)
du

] q(x)u + 1(х) == О (О < х < 1),
dx dx (1)

и(О) == Ul, и(l) == и2,

коэффициенты которой k, q, 1 являются кусочно непрерывнымифункция 
ми (k, q, 1 Е Q(O)), причем k(x) М > О, q(x) О.

в 9 1 в качестве исходноrо семейства разностных схем мы раССl\Iатрива 

ем трехточечные однородные разностные схемы L k,q,f),характеризуеl\Iые
линейным производящим функционалом

h
ф [и(т), k(8), q(8), 1(8)] ==

1
==

h2 [B(h,k)(Ul иО) A(h,k)(uo U l)] D(h,q)uo + F(h,f) ,



каждый из коэффициентов которorо является функционалом только

одноrо коэффициента дифференциальноrо уравнения (1):

A(h,k) == Ah[k(s)],

D(h,q) == Dh[q(s)],

(h k) h

}
в

' 
:= В [k(s)],

,

p(h,f) == ph[J(s)]
 1:::; s :::; 1.

При этом Dh
И ph линейные функционалы. Такие схемы обычно при 

меняются на практике, и мы их назовем с т а н Д а р т н ы м и с х е м а м и.

Одной из характеристик качества схемы является ее поrрешность

аппроксимации

<р(х, и; h) == (L k,q,f)u)x==x (L(k,q,f)u)x==x,

rде и(х) решение уравнения (1).
Для выяснения порядка аппроксимации при h -------t О необходимо функ 

цию <р(х, и; h) разложить по параметру h и вычислить коэффициенты при

степенях h до r roпорядка. Такое разложение возможно, если шаблон 

ные функционалы A
h

,
Bh

,
Dh И Fh

имеют производные соответствующеrо

порядка как по параметру h, так и по своему функциональному aprYMeHTY.

Вводится определение paHra функционала, включающее кроме требо 
ваний дифференцируемости, требования однородности, монотонности и

нормировки.

Опираясь на понятие paHra шаблонных функционалов, мы рассматри 

ваем различные классы .с(nl, n2, nз) схем, у которых функционалы A
h
и Bh

имеют paHr nl, функционалы Dh
и ph имеют ранrи n2, nз и определены

на отрезке  0,5:::; s :::; 0,5.

Если nl == n2 == nз == n, то мы rоворим, что L k,q,J)является схемой n ro

paHra.

Рассматриваются специальные семейства схем: консервативные, или

самосопряженные (Bh[k(s)] == Ah[k(l + в)]), дискретные и канонические

схемы, шаблонные функционалы которых не зависят от параметра h.

Выяснив необходимые и достаточные условия n roпорядка аппрокси 

мации схемы L k,q,f) (n == 1,2), которые формулируются в виде ряда со--

отношений (У. А. n) для моментов функционалов схемы, мы переходим в

9 2 к изучению вопросов сходимости и точности исходных схем в HeKOTO 

ром классе rладких коэффициентов с(т) З). Доказано, что для Toro, чтобы

3)Обозначения с(тп) и Q(тп) СМ. В п. 1,9 1.



исходная схема L k,q,f)из класса L(n + 1, n, n) для коэффициентов

k(x) Е C(mk ), mk n + 1; q(x) Е C(mq ), mq n; f(x) Е с(т!), т! n,

имела n йпорядок точности, не только достаточно, но и необходимо, чтобы

она имела такой же порядок аппроксимации (теорема 1).
Для доказательства этой теоремы используется аппарат разностной

функции rрина оператора L k,q).В п. 2 дано построение функции rрина,
а в п. 3 даются равномерные оценки снизу и сверху для функции rрина, а

также для ее первых разностных отношений.

Отметим, что при изучении сходимости и точности схем в классе rлад 

ких коэффициентов мы пользуемся нормой

11'Фlll ==

O
m.ax

N
IV'i 1,

<l<

а в классе разрывных коэффициентов нормами

11,,11з 1",lh и 11,,112 hlt ",hl.
Если в классе с(т) порядок точности схемы L k,q,f)совпадает с ПОРЯk

ком аппроксимации, то в классе разрывных коэффициентов такой связи

нет. Достаточно вспомнить разобранный выше пример 1. Указанная там

схема имеет второй порядок аппроксимации (как это нетрудно проверить)
И, следовательно, имеет второй порядок точности в классе с(т) (т 3)
и тем не менее расходится в классе разрывных коэффициентов k(x) Е Qm
(при любом m О).

Исследование функции <р(х, и; h) в точках сетки, смежных с точкой раз 

рыва (хn :::;; :::;; хn+l) коэффициента k(x), показывает, что поrрешность

аппроксимации <p и <P +1при х == хn их
== хn+l, вообще rоворя, стреl\!ИТСЯ

к бесконечности при h О. Однако это не исключает возможности сходи 

мости решения разностноrо уравнения к решению уравнения (1). Возникает

вопрос: какими свойствами должна обладать схема L k,q,f)для СХОДИМОСТИ

в классе Q(m)?
В 9 3 доказывается основная лемма, дающая необходимое условие, KO 

торому должна удовлетворять схема L k,q,f)для СХОДИl\ЮСТИ в классе Q(m).
Это условие имеет вид

b.( ,h) == h(B r.p +l+ A +lr.p )== p(h) О (б)



или

B B +1
kп

A A +l
== p(h) О при h О,

kл
(б')

rде kл == k( О), kп == k( + О).
Если мы хотим, чтобы схема L1

k ,q,J)
в Q(m) имела 2 йпорядок точности,

то необходимо удовлетворить двум условиям:

h2r.p == O(h
2
), h2r.p +1== O(h

2
),

b.( ,h) == O(h
2
).

(а2)

(б2 )

Следует отметить, что любая консервативная схема нулевоrо paHra

удовлетворяет необходимому условию сходимости.

Доказано, что условие (б) является для схемы типа .с(1, О, О) не только

необходимым, но и достаточным для сходимости схемы L1
k,Q,f)

в классе

коэффициентов k(x) Е Q(l), q, f Е Q(O) (теорема 3, 9 3).
При вычислении коэффициентов разностной схемы, вообще rоворя, Bce 

rда допускается некоторая поrрешность. Это может происходить из за

недостаточной информации о коэффициентах k, q, f уравнения (1): напри 
мер, функции k(x), q(x) и f(x) MorYT определяться приближенно (с по 

мощью HeKoToporo вычислительноrо алrоритма) на дискретном множестве

точек. Кроме Toro, может оказаться, что шаблонные функционалы схемы

ВЬРIИСЛЯЮТСЯ приближенно.
Отсюда ясно, насколько важной является задача изучения схем с Возму 

щенными коэффициентами.
В 9 4 вводится норма возмущения коэффициентов схемы и с ее помощью

дается определение коэффициенто--устойчивой (ко устойчивой)разностной
схемы. При малом искажении коэффициентов схемы «возмущенная» схема

должна сходиться при h О в Q(m), т. е. "У ulll == p(h) О при h О,

если

N l

IIAh Аhllз == L IA A lh== p(h), IIBh вhll з
== p(h);

i l

II.5h Dhllз == p(h), Ilph рhll з
== p(h),

(все p(h) О при h О), rде Yi
чи С возмущенными коэффициентами
задачи (1).

решение разностной краевой зада 
 h h h,  hAi ,

Bi ,
Di ,

Fi ,
а и(х) решение



Доказано, что необходимым и достаточным условиеl\-! коэффициенто 
устойчивости канонической схемы является ее консервативность. В по 

следующих параrрафах мы занимаемся изучением только консервативных

схем.

В 9 5 проводится изучение вопросов сходимости и точности консерватив 

ных разностных схем. Доказано, что консервативная схема нулевоrо paHra

СХОДИТСЯ в классе кусочно--непрерывных коэффициентов (k, q, f Е Q(O));
любая консервативная схема первоrо paHra имеет в классе коэффициен 
тов Q(m) (т 1) первый порядок точности; любая консервативная схема

L k,q,f)BToporo paHra, удовлетворяющая условиям BToporo порядка аппрок 

симации (У. А. 2), имеет в классе с(2) второй порядок точности, а в классе

Qm (при любом т 1), вообще rоворя, первый порядок точности.

Следует отметить, что для доказательства указанных теорем о СХОДИМО--

сти И точности разностных схем использовалась установленная в 9 2 апрн 

орная оценка

Ilzlll :::; MII<p112,

rде z поrрешность решения разностной краевой задачи, а <р поrреш 

ность аппроксимации схемы L k,q,f)на решении задачи (I).
Оценка поrрешности аппроксимации <р по норме 11112 позволяет, кроме

Toro, снизить paHr шаблонных функционалов и порядок т классов с(т)
или Q(m) коэффициентов уравнения (I).

Таким образом, перечисленные результаты дают ответ на поставленный

выше вопрос о выделении схем сквозноrо счета, приrодных для решения

краевых задач для уравнения (I) в классе Q(m) (т О) разрывных коэ 
фициентов без явноrо выделения при этом точек разрыва.

Как показано, схемы сквозноrо счета принадлежат к сеl\Iейству KOHcep 
вативных разностных схем.

Полученные в данной работе результаты используются для построення

разностных схем сквозноrо счета при решении уравнений нараболическоrо
типа с разрывными коэффициентами (см. [20]).

В заключение укажем несколько вопросов, выходящих за рамки IIа 

стоящей статьи. Результаты данной работы без существенных ИЗl\Iененшl

переносятся на класс краевых задач, соответствующих rраНИЧНЫ1\I услови 

ям TpeTbero рода. Мы не рассматриваем здесь весьма важных вопросов о

схемах BToporo порядка ТОЧIIОСТИ в классе разрывных коэффициентов, о

наилучшей канонической схеме BToporo порядка ТОЧIIОСТИ, о точности раз 

IIОСТНЫХ методов решения задачи ШТУрl\Ш ЛИУВИЛЛЯв классе разрывных



коэффициентов, а также об однородных разностных схемах на HepaBHOMep 

ных сетках.

Проведенные здесь исследования ставят также ряд аналоrичных во--

просов для случая мноrих независимых переменных. Эти .I::IuщJoсы будут
рассмотрены в последующих статьях.

1. Исходное семейство разностных схем

В 9 1 дается характеристика семейств разностных схем для дифферен 
циальноrо уравнения (1) в классе Q(O) кусочно непрерывныхкоэффици 
ентов. Рассматриваются различные схемы из этоrо семейства: канониче 

ские, дискретные и консервативные, имеющие большое значение для после 

дующей теории.
1. Краевая задача для дифференциальноrо уравнения. Выясне 

ние поставленных во введении вопросов для однородных разностных схем

мы будем проводить на примере обыкновенноrо дифференциальноrо ypaB 

нения

L(k,q,f)u == L(k)u q(x)u + f(x) == О, О < х < 1, (1)

rде

L(k)u == [k(x)
du

] .

dx dx

Все изложение проведем для первой краевой задачи

L(k,q,f)u == О, 0< х < 1, и(О) == иl, и(l) == и2. (задача (1))

Класс краевых задач (1) определен, если указаны семейства функций,
которым принадлежат коэффициенты уравнения k(x), q(x) и f(x).

Обозначим с(п) [а, Ь] класс функций, имеющих на отрезке а :::;; х :::;; Ь

непрерывную n юпроизводную, а Q(n) [а, Ь] класс функций, кусочно 

непрерывных на отрезке [а, Ь] вместе с производными до n roпорядка вкЛIО--

чительно. Для класса функций с(п) [О, 1] (Q(n)[O, 1]) мы будем пользоваться

обозначением с(п) (Q(n)).
В дальнейшем всюду предполаrается, что коэффициенты уравнения (1)

удовлетворяют условиям

0< М1 :::;; k(x) :::;; М2 , о:::;; q(x) :::;; Мз , If(x)l:::;; М4 , (а)

rде Mj (j == 1,2,3, 4) положительные постоянные. Условия (а) мы вклю 

чаем в постановку задачи (1).



Нам понадобятся следующие свойства решения задачи (I):

1) если k(x) Е С(Т+l), q(x) Е с(т), f(x) Е с(т), то И и(х) Е с(т+2) (т О);

2) если k(x) Е Q(m) (т О) и в точке х == имеет разрыв (kл i- kп ,

rде kл == k( О), kп == k( + О)), то решение уравнения (I) удовлетворяет

условиям сопряжения

и( О) == и( + О) == и( ), kли == kпи ,

или

[и] == О, [ku'] == О при х ==  .

2. Исходное семейство однородных разностных схем. PaCCMOT 

рим на О:::;; х :::;; 1 сетку Sh == {хо == О, хl == h,..., xi == ih,..., xN == Nh == 1}
и обозначим через Yi сетчатую функцию.

Краевой задаче (I) поставим в соответствие разностную краевую задачу

L klq,f)Yi== О, О < i < N, Уо == 111, YN == 112, (задача (П))

rде L k,q,f) однородная стандартная трехточечная разностная схема,

определяемая формулами

L k,Ч,J)Уi== L k)Yi D;h,q)Yi + F?,f),

L(k) . == [B h,k)Д . A h,k)'V . ]h Yl
h2 l Yl l Yl ,

(2)

(3)

ДУi == Yi+l Yi, 'VYi == Yi Yi l'

Особенность рассматриваемых нами схем состоит в том, что каждый из

коэффициентов разностной схемы L k,q,f)является функционалом только

одноrо коэффициента дифференциальноrо уравнения (I). Мы предполаrа 

ем, что стандартная трехточечная разностная схема однородна. Это значит,

что она имеет производящий функционал вида

h
ф [v(m),k(s),q(s),f(s)] ==

1
==

h2 [B(h,k) ДVо А(h,k)'Vvo] D(h,q)vo + F(h,f), (4)



rде m ==  1,0,1,

A(h,k) == Ah[k(s)], B(h.k) == Bh[k(s)],

D(h,7j) == Dh[q(s)], F(h}) == F
h C7(s)],

причем шаблонные функционалы Аh[ф(s)], вh[ф(s)], Dh[ф(s)], рh[ф(s)]
определены для кусочно--непрерывных функций ф(s) Е Q(O)[ l,1], задан 

ных для  1:::;; s :::;; 1, и зависят, вообще rоворя, от параметра h.

Коэффициенты разностной схемы в каждой точке вычисляются по

формулам

(5)

A h,k)== Ah[ki(S)], B;h,k) == Bh[ki(s)], ki(s) == k(Xi + sh),

D;h,q) == Dh[qi(S)], qi(s) == q(Xi + sh), (6)

pi(h,J) == Fh[li(s)], !i(S) == f(Xi + sh),

rде fi(S) == f(Xi + sh).
В соответствии с определением однородной схемы имеем

L k,q,/)Vi== фh[V(Хi + mh), k(Xi + sh), q(Xi + sh), f(Xi + sh)], (7)

rде m == 1, О, 1, 1 :::;; s :::;; 1.

Следует отметить, что трехточечность рассматриваемой разностной

схемы является следствием ее однородности.

Разностная краевая задача сводится к решению системы линейных ал 

rебраических уравнений относительно неизвестных У1, У2, . . .

, уN 1. Нетруk
но убедиться (см. 92) в том, что эта задача всеrда разрешима, если во всех

точках i == 1,2,... ,
N 1 выполнены условия

A h,k)> О, B h,k)> о D(h,q) О.
2 , 2

в дальнейшем, rоворя «исходное семейство разностных схем», мы им!?

ем в виду однородные трехточечные стандартные схемы, определяемые

формулами (2), (3), (6).
3. Функционалы r ropaHra. Для более детальной характеристики

исходноrо семейства разностных схем надо задать класс ее «шаблонных»

функционалов A
h

,
Bh

,
Dh

И Fh
. В дальнейшем нам потребуется разложение

коэффициентов схемы (например, A h,k)== Ah[k(Xi + sh)]) по степеням h,



что оказывается ВОЗМОЖНЫМ, если сами шаблонные функционалы облада 
ют некоторыми свойствами дифференцируемости как по своему функцио--
нальному aprYMeHTY, так и по параметру h.

Будем называть Ah[1j!] функционалом r ro paHra (т ;?: О), если

выполнены условия:

1(1'). Имеет место разложение

l'

A
h

[1/1] == L h
UА(и) [1/1] + h

T

p(h, 1/1),
и==О

(8)

rде Ip(h,1/1)1 :::; p(h) 4), если 11/11 :::; М (М положительная постоянная).
Каждый из функционалов А(и) [1/1] (о- == 0,1,2,... , т) имеет дифферен 

циал
5)
порядка r о- для любой функции 1/1 Е Q(O); это означает, наПРИl\Iер,

что для А(О) [1/1] можно написать

А(О) [1/1 + J . <р] ==

== А(О) [1/1] + д. A O)[1/1,<p]+... + дТA O)[1/1,<p]+ д
1'

р(д,1/1, <р), (9)

rде Ipl :::; р(д), если 1<p1 :::; М (р(д) О при J О).

П(1'). Функционал Ah[1/1] и, следовательно, все функционалы А(и) [1/1]
(о- == 0,1,..., т) являются однородными функционалами первой степени:

Ah
[c1/1] == cA

h
[1/1], А(и) [с1/1] == сА(и) [1/1], (10)

rде с положительная постоянная.

П1(1'). Функционалы Ah[1/1] и А(и) [1/1] (о- == 0,1,... , т) являются неубыва 
IOЩИМИ, т. е.

A
h

[1/12] Ah
[1/11], если 1/12 1/11,

причем Ah[1/1] нормированный функционал, т. е.

(11 )

A
h

[l] == 1. (12)

4)в дальнейшем будем обозначать p(h) величины, стремящиеся к нулю при h ...... О.

Этим же символом мы будем пользоваться и в случае нескольких aprYMeHToB для обо--

значения выражения, равномерно стремящеrося к нулю при h ...... О.

5)см. Лаврехтъев М. А. и Люстерхи Л. А. Основы вариационноrо исчисления. Т. 1,
ч. П. М. Л.,1935. rл. VI.



Если Ah['l,b] линейный функционал, то все функционалы A(a)['l,b] TaK 
же линейны. Поэтому требование дифференцируемости в условии I(r) BЫ 
полняется автоматически. Кроме Toro, условие п(r) является непосредст 

венным следствием линейности.

Если Ah['l,b] функционал 7' ropaHra, то

А(О)[l] ==1, А(а)[l]==О для 0"==1,2,...,7'. (13)

в дальнейшем мы пользуемся обозначением

A )[rp] == A )[1, rp] ('l,b =- 1). (14)

Пусть Ah['l,b] функционал 7' ropaHra. На основании (I(r)) и (п(r)), для
любой k(x) Е c(r), удовлетворяющей условию k(x) М1 > О, имеет место

разложение

A hlk)== Ah[k(Xi + 8h)] == ki + hk AiO)[8]+

+ h2{ k Ail)[8] + + ( :2A O)[8] + kJ' AiO)
[8

2]} + ... + h
r

p(h). (15)

в самом деле, в силу п(r)

A h,k)== Ah

[ki (1 +
k(Xi +::)

ki

)] ==

== kiA
h

[1 + (k 8+ k  82h +... + hr lp(h))]. (16)

Пользуясь теперь разложениями I(r) и, учитывая также свойства линей 

Horo Ai
O)

['l,b], квадратичноrо A O)['l,b] и т. д. функционалов, приходим к фо 
муле (15).

Отметим некоторые свойства однородных функционалов первой степени

опуская доказательства.

Л е м м а 1. Любой однородный Фун'К:ционал A['l,b] первой степени, и.мe 

'Ющий дифференциал nервО20 nор.яд'К:а А1 [1, rp], .мО:НСНО nредставитъ в виде

А [!] == А1 [1, J] .

Эта лемма является аналоrом известной теоремы Эйлера об однородных

функциях.



Л е м м а 2. Если А[Л однороднъtй фун'К:ционал первой стеnЕ.ни, а

Ak[l, rp] е20 дифференциал k 20nоряд'К:а, то

1
Ak[cf, rp] == JClAk[l, rp], k == 1,2,... ,

с

(17)

2де с люба'я' nоло:нсителъна,Я, постоянная. В "lacmHocmu, Al [cf, rp] не

зависит от с:

Al [cf, rp] == Al [f, rp].

л е м м а 3. Дифференциал Al [1, rp] неубывающе20 нор,м,ироваННО20 oд 

нороднО20 фун'К:ционала первой степени А[Л является линейным nоло:нси 

телЪнъt,м, фун'К:ционало,м, по аР2у,м,енту rp.

Л е м м а 4. Если А[Л неубывающий нор,м,ированный однородный
фун'К:ционал первой степени, и,м,еющий дифференциал nервО20 nОр'я'д'К:а, то

О
Al [1, rp]

1 О f f О'"

А[Л
'" , если '" rp "" r Е: > .

Эти леммы будут использованы в дальнейшем (например, в 9 4, 9 6 и др.).
4. Классы разностных схем L:(nl, n2, nз). Рассмотрим разностную

краевую задачу (II) и сравним ее решение yf с решением и(х) задачи (1).
Характеристикой точности решения задачи (II) является разность

(18)

zf == yf U(Xi), (19)

которая, как нетруДНО заметить, определяется условиями

L k,q)zf ==  rpf, о < i < N, h OZo ,

h

zN
== О, (задача (II1))

rде

L(k,q) zh == L(k) zl:- D h,q)zl:-
h h  ,

rpf == L k,q,J)Ui (L(k,q,J)U)i

(20)

(21)

обозначает поrрешность аппроксимации схемы L k,q,J) в узловоЙ точке

Х == Xi сетки Sh, взятую на решении и(х) задачи (1).
В силу однородности схемы поrрешность аппроксимации ыожно pac 

сматривать в любой фиксированной точке х == х интервала О < х < 1:

cn (х V' h) == (L(k,q,f)v ) (L(k,q,f)v )r , , h x x X T,



rде v(x) любая достаточно rладкая функция, h ho < 1, ho расстояние
от точки Х == Х до rраницы отрезка [0,1].

Для выяснения вопроса о порядке аппроксимации схемы необходимо
иметь разложение функции <р(х, 'и; lt) н рн,ц llU C'l'€ll€HHM /L. ДЛЯ этоrо мы

должны формулировать свойства дифференцируемости шаблонных функ 
ционалов, пользуясь определением paHra функционала.

Будем rоворить, что разностная схема L k,q,f) из исходноrо семейства

принадлежит классу схем L:(nl, n2, nз), если функционалы Вh[ф] и Аh[ф]
имеют paHr nl, а функционалы Dh[ф(s)] и Fh[ф(s)] соответственно имеют

paHr n2, paHr nз, линейны и определены для функций из Q(O), заданных на

отрезке  0,5 s 0,5 (Ф Е Q(O) [ 0,5,0,5]).
Аналоrично определяются классы L:(nl) и L:(nl, n2) для схем L k)и L k,q)

соответственно.

Схемы L k,q,f)из класса L:(nl, n2, nз) будем называть с х е м а м и n r о

р а н r а (все шаблонные функционалы имеют paHr n). Схемой n ropaHra

является любая схема L k)из L:(n).
5. Поrрешность аппроксимации. Перейдем к вычислению поrреш 

ности аппроксимации для схем из класса L:(nl, n2, nз) (обычно n2 == nз).
Рассмотрим схему L(k,q,f) из класса L:(n + 1, n, n) и предположим, что

k(x) Е C(n+l), q(x) Е С(n\ ЛХ) Е с(n), а функция v(x) Е С(n+2), rде n о;

решение и(х) уравнения (1), в частности, принадлежит с(n+2), если k, q, f
удовлетворяют указанным выше трсбооапиям (см. п. 1); поэтому можно

брать v == и(х).
Воспользуемся разложениями A h,k) и B;h,k) по формуле (15) для

r == n + 1, а для D;h,q) (и Fi(h,J)) разложением по h:

n

D;h,q) == Dh[q(Xi + sh)] == L D(O') [q(Xi + sh)]hO' + hnp(h) ==

0'==0

== qi + hq D(O)[s]+... + hnp(h). (22)

Учитывая затем разложение функции v(X) в окрестности точки Х == Х

(sh)n+2
v(x + sh) == v(x) + shv'(x) + ... +

( )'
v(n+2)(X) + hn+2p(h),

n+2.

получим

<р(Х, v; h)lx==x == <р(0) + h<p(l) + .. . + hn<p(n) + hnp(h). (23)



Коэффициенты <p(j) == <p(j)(x,v)lx==x (j == 0,1,... ,n) при степенях hj зависят

от функций v, k, q, f и их производных. В дальнейшем нам понадобятся

выражения для <р(0) и <р(1):

<р(0) == aok'(x)v'(x), (24)

<p(l) == alk'(x)v'(x) + а2 (k   )2v'(x) + азk"(х)v(х)+

+ a4k(x)v"(x) + blq'(X)V(x) + clf'(x), (25)

rде

аО == BiO)[s] AiO)[s] 1, al == BP)[s] Ail)[s],

а2 == B O)[s] A O)[s], аз == 0,5 (Bi
O) [s2] Ai

O

)[s2]), (26)

Щ == 0,5(Bi
O

)[s] + Ai
O)

[s]), bl ==  D(O)[s], Cl == Р(О) [s].

6. Порядок аппроксимации. Будем rоворить, что однородная раз 

ностная схема L k,q,f)имеет n йпорядок аппроксимации, если поrрешность

аппроксимации

cn (х v' h) == ( LCk,q,J)v) ( LCk,q,J)v )r , , h x x x x

для этой схемы имеет n йпорядок малости по h:

<р(х, v; h) == O(h
n

)

для достаточно rладких функций v(x), k(x), q(x) и f(x), а именно:

k(x) Е е(n+1), q(x) Е с(n), f(x) Е е(n), v(x) Е еСт), т n + 2.

Из разложения (23) следует, что для Toro чтобы схема L k,q,f)из класса

L(n + 1, n, n) имела n й(n == 1,2) порядок аппроксимации, необходимо
и достаточно выполнение следующих условий аппроксимации (У. А.) дЛЯ

моментов шаблонных функционалов:

1) для схемы первоrо порядка (n == 1)

BiO)[s] AiO)[s] == 1, в СО)[l] == АСО)[l] == DCO)[l] == р(О)[l] == 1 (У. i\. 1)

(условия нормировки шаблонных функционалов выполнены автоматически

для схем рассматриваемоrо класса);



2) для схемы 2 roпорядка (п == 2)

BiO)[s] == 0,5, AiO)[s] ==  0,5, Bi
O) [S2] == Ai

O) [S2],

B O)[s]== A O)[s],

Bi1)[s] == Ai
1 )

[s], 1)(O)[s] ==  (O)[s]== О,

Ai
1 )

[1] == вР) [1] == 1)(1) [1] == р(1) [1] == о

(У. А. 2)

(последние 4 условия являются следствием нормировки шаблонных функ 

ционалов) .

7. Канонические схемы. Если шаблонные функционалы схемы

L k,q,f) не зависят от параметра h, то такие функционалы мы назовем

к а н о н и ч е с к и м и, а схему L k,q,f) к а н о н и ч е с к о й с х е м о й.

Каждой схеме L k,q,f)исходноrо типа соответствует каноническая схема

L
(k,q,f)
h Toro же paHra

L
(k,q,f)

y
. L

(k)
y

. 1) (O,q)
.

У
. + р, (0,!)h 2 h 2 i 2 О ,

rде

тУ) - [B(o,k) t::J. - A(O,k)\7 _ ]h У2
h2 i y i У2 ,

B;O,k) == в(о) [k(Xi + sh)],

1);O,q) == 1)(0) [q(Xi + sh)],

A;O,k) == А(О) [k(Xi + sh)],

 i(O,f)==  (O)[f(Xi+ sh)].

Если L k,q,j)имеет п й(п == 1,2) порядок аппроксимации, то и L k,q,f)
(в силу (У. А. 1) и (У. А. 2)) имеет тот же порядок аппроксимации и эти

схемы эквивалентны в смысле аппроксимации.

В дальнейшем при изучении канонических схем мы будем опускать ин 

декс нуль у ее шаблонных функционалов А[ф], В[ф], 1)[ф] и Р[ф]. Тоща
УСЛОВИЯ, например, BToporo порядка аппроксимации примут вид:

B1[S] ==  A1[S]== 0,5, B1[S2] == A1[S2], D[s] ==  [s]== о. (У. А. 2(0))



8. Консервативные разностные схемы. Рассмотрим разНОС'l'НУЮ
(k) (kOO) u

схему Lh == Lh
"

. Фиксируя k(x), получим разностныи оператор

1
LhYi ==

h2 [Bi .6.Yi Ai \7Yi], 0< i < N.

По аналоrии с дифференциальным оператором BToporo порядка, назо 

вем разностный оператор Lh самосопряженным, если выражение

UiLhVi ViLhUi можно представить для любых щ, Vi в каждой точке i в

виде некоторой разности .6.Qi == Qi+l Qi. Нетрудно показать, что необхо--

димым и достаточным условием самосопряженности разностноrо оператора

Lh является соотношение Bi
== Ai+l для всех 1 i N 1, так что можно

написать

1
LhYi ==

} 2.6.(Ai\7Yi)
1

или LhYi ==

h2
.6.(Ai.6.Yi 1)' (27)

При этом имеет место тождество

1
UiLhVi ViLhUi ==

h2 .6.[Ai(Ui lVi UiVi l)],

rде ui и Vi произвольные сеточные функции.
Отсюда сразу следует вторая разностная формула rрина

N l

L (UiLhVi ViLhUi)h ==  (Ai(Ui lVi Vi lUi)If".
i l

Разностный оператор (27) мы называем к о н с е р в а т и в н ы м о п е

р а т о ром. Этот термин отражает физическое содержание разностноrо

уравнения LhYi ==  Fi,которое можно трактовать как уравнение для

стациона 

Horo распределения температуры Yi при наличии источников тепла.

Вводя разностный аналоr тепловоrо потока

А\7Yi
Wi ==

h

в точке х ==

Xi 1/2И переписывая уравнение LhYi ==  Fiв виде

ШНl Wi == Fih,



видим, что оно выражает закон сохранения тепла на интервале

(Xi 1/2'ХНl/2) длиной h. Слева разность потоков тепла на концах

интервала, а справа количество теШ1а, выделяющеrося на интервале за

счет источников.

Обратимся теперь к разностной схеме

L(k) . ( B(h,k)д . А(h,k) '\7 . )h y 
h2 i y i y .

Разностную схему L k)будем называть к о н с е р в а т и в н о й, если для

любой функции k(x) Е Q(O) соответствующий разностный оператор KOHce 

вативен, т. е.

Bih,k) == A  ';)

и, следовательно,

B
h
[1/;(8)] == A

h
[1/;(l + 8)] (1/;(8) Е Q(O)).

Отсюда следует, что функционал Ah[1/;(8)] не зависит от значений функ 
ции 1/;(8) при О < 8 1, а функционал Bh[1/;(8)] не зависит от значений 1/;(8)
при 1 8 < О.

Если схема L k)консервативна, 'l'U, очевидно, и соответствующая ей

каноническая схема консервативна.

Разностную схему L k,q,J)будем называть к о н с е р в а т и в н о й, если

консервативна схема L k).
Для получения разностных схем при решении различных физических

задач может быть применен следующий метод, который мы называем и н

т е r р о и н т ер п о л я Ц и о н н ы м м е т о Д о м (ИИМ). Вместо диффе 
ренциальноrо уравнения пишется интеrральное соотношение, выражающее

закон сохранения (баланс) для элементарной ячейки сетки. Для замены

входящих в уравнение баланса производных и интеrралов искомая функция
и коэффициенты интерполируются в окрестности счетноrо узла. В резуль 

тате получается разностное уравнение, коэффициенты KOToporo существен 

но зависят от характера применяемой интерполяции как искомой функции,
так и коэффициентов исходноrо уравнения.

Проиллюстрируем этот метод на примере уравнения L k,q,f)u == О и

покажем, что он приводит К консервативным схемам. Напишем уравнение



баланса тепла для интервала (Xi 1/2'Xi+l/2):
Xi+l/2 xi+l/2

Щ 1/2 Wi+l/2 J q(x)u(x) dx == J f(x) dx, (28)

Xi 1/2 Xi 1/2

rде w(x) ==  k(x)u'(x) тепловой поток в точке х. Отсюда

, w(x)
и (х) ==

k(x)
.

Интеrрируя по х от Xi lдо Xi, будем иметь

Х;

ui Ui l
== J dx. (29)

Xi l

Уравнения (28) и (29) являются точными.

Предполаrая, например, что w(x) == const ==

Wi 1/2при xi l< Х < xi,

получаем

'\7ui

Щ 1/2  Aih' [
1

J
Xi

dx

]
 1

Ai ==

h k(x)
Xi l

Если q(x) == О, то таким образом мы получаем наилучшую канониче 

скую схему L k,f).Чтобы получить наилучшую каноническую схему L k,q,J),
предположим и == const == ui при Xi 1/2< Х < ХНl/2, так что

Xi+l/2 Xi+l/2

J q(x)u(x) dx ui J q(x) dx.

Xi 1/2 Xi 1/2

Следует отметить, что интерполяции w == const при х Е (Xi l,Xi) и

'и == const при х Е (Xi 1/2'Xi+l/2) не соrласованы между собой. Однако,

последовательное использование одной и той же интерполяции w ==

Wi 1/2
при Х Е (Xi l,Xi) приводит к заметному усложнению разностной схемы, не

повышая ее точности.

Возможны и друrие интерполяции, например,

w

(
W

)== == const
k k i 1/2

при Х Е (Xi l,Xi), что дает Ai
== ki 1/2'



ТаКИ1\! способом мы получаем консервативные схемы вида

L(k,q,J) 1
л D(h,q)

+ P
(h,J)

h Yi h:" Щ 1/2 i Щ 1/2 i ,

rде

(h,k) \lYi
Щ 1/2

==  Ai Т' A h,k)== Ah[k(Xi + sh)],

Pi(h,J) == ph[f(xi + sh)],

 1 s О,

D h,q)== Dh[q(Xi + sh)],  0,5 s 0,5,

причем D
h
и ph линейные функционалы.

Интеrро--интерполяционный метод использовал в [10] также r. и. Map 
чук для построения дискретных схем (см. п. 10) сквозноrо счета в связи с

расчетом критических размеров ядерных реакторов.

Расс!\ютрим теперь консервативную схему L k,q,J)из I:-(n + 1, n, n) и бу 
дем считать, что k(x) Е С(n+l), q(x), f(x) Е о(n) (n == 0,1). Если n == О, то

поrрешность аппроксимации

({J(X, и, h) == ({J(O) (Х, и) + p(h).

Если же n == 1, то

({J(X, и, h) == ({J(O) (Х, и) + O(h),

rде ({J(O) определяется формулой (24).
Покажем, что условие первоrо порядка аппроксимации

BiO)[s] AlO)[s] == 1 (аО == О)

выполняется для любой консервативной схемы из 1:-(1, О, О). В самом деле,

вh['Ф(S)] == А
h
['Ф(l + s)]

и, следовательно,

BiO)[s] == Al
O)

[(1 + s)] == 1 + Al
O)

[s].

Поэтому для консервативной схемы ({J(O) (Х, и) == О.

Тем самым доказана

Л е м м а 5. Любая 'К:онсервативная схе'м'а L k,q,J)из се.меиства 1:-(1, О, О)
удовлетвор,я,ет услови,я,,М, nервО20 nоряд'К:а аnnро'К:си'м'ации, а 'К:OHcepвaтив 

ная схема типа 1:-(2, 1, 1) и'м'еет nервыи nорядо'К: аnnро'К:си'м'ации.



Если консервативная схема L k,q,f)симметрична, то

Ah[1jJ(  s)]== A
h

[1jJ(l + s)], Dh[1jJ( s)]== Dh[1jJ(s)],

p/ [1jJ( s)]== ph[1jJ(s)].

Отсюда следует, что верна

Л е м м а 6. Любая 'К:онсервативна.я си,м,,м,етри"lНая схема L k,q,f) из

.с(2, 1, 1) удовлетворяет (У. А. 2); если :же эта схе,м,а nринадле:жит ce 

,м,ейству .с(3, 2, 2), то она и,м,еет второй nорядо'К: аnnро'К:си,м,шции.

Остановимся теперь на процедуре консерватизации оператора

1
LhYi ==

h2 (Bi t::J.Yi Ai \7Yi).

Умножим ero на некоторую функцию Лi и потребуем, чтобы оператор

L'h == ЛiLh был консервативным, т. е. ВiЛi == Ai+l' АiЛi == Ai. Отсюда
находим

i
Bi

П
В5

Лi+ 1 == ЛiА
==

А'i+l 5==1 5+1

если положить Лl == 1. Таким образом, получаем консервативный оператор

L'hYi == ЛiLhУi == h\ t::J.(Ai\7Yi), А;' == АiЛi .

Если исходная схема L k)однородна, то консервативная схема

L*(k) Л .L(k)
h h

не является однородной.
9. Линейные схемы. Если Ah[1jJ] и Bh[1jJ] являются линейными Функ 

ционалами относительно 1jJ, то схему L k,q,J)мы будем называть k ли н е й

н о й с х е м о й.

Наряду с k линейнымисхемами можно рассматривать так называемые

р ли н е й н ы е с х е м ы

(р) 1

[
1 1

]Lh Yi ==

h2

b h,p)
t::J.Yi

a h,p)
\7Yi ,

rде

b h,p)== b/1[P(Xi + sh)], a h,p)== ah[p(xi + sh)],



причем ah[p(s)] и bh[P(s)] являются линейными функционалами

15(s) Е Q(O)[ l,1]. Эта форма записи соответствует дифференциальному
оператору

L(p)u == [
du

] (
1

)dx p(x)dx P=="k'

Исследование линейных схем в классе разрывных коэффициентов
облеrчается тем, что для линейных функционалов существует в Q(O)
интеrральное представление с помощью характеристических функций
(см. п. 11).

Отметим, что полученная в 9 4 наилучшая каноническая схема L k),для
которой

[
1

J
Xi

dx

]
 l

[
1

J
Xi

]
 l

Bi == Ai+l, Ai ==

h k(x)
==

h р(х) dx ,

Xi l Xi l

является канонической консервативной р--линейной схемой, у которой

О

b[P(s)] == а[р(l + s)], a[p(s)] == J 15(s) ds.

 l

10. Дискретные схемы. Если шаблонные функционалы Ah[1,b(s)] и

Bh[1,b(s)] зависят от значений функции 'ф(s) на дискрР.тнпм множестве TO 

чек, то такие Ф у н к Ц и о н а л ы мы назовем Д и с к р е т н ы м и, а COOT 

ветствующую схему L k) Д и с к р е т н о й с х е м о й. в случае 1,ь Е Q(O)
дискретный функционал может зависеть не только от значений 1,ь в отдель 
ных точках, но и от левоrо и правоrо предельных значений функций 1,ь в

этих точках.

В качестве примера рассмотрим каноническую дискретную схему L k),
коэффициенты которой являются трехточечными дискретными функцио--
налами:

Ai == Л(ki l,ki , ki+l), Bi == f2(ki 1,ki , ki+l), (ki
== k(Xi)),

rде Л(х,у,z) и f2(X,y,Z) некоторые функции трех переменных.

Из условия (П(Т)) дЛЯ шаблонов A[k(s)] и B[k(s)] следует, что

Л (х, у, z) == yr.p(x, z), f2(X, у, z) == уф(х, z) (х == х/у, z == z/y),

причем <р(1, 1) == 1, 1,Ь(1, 1) == 1.



Рассмотренная в п. 2 введения (пример 1) схема дискретна:

1
Ai == ki 4(ki+ l ki l),

1
Bi == ki +  (ki+l ki l)'

4

Если схема консервативна, то

д == kiф( k :l) == Ai+ l ,
Ai == kiф(k  l),

так как для консервативных схем <р(х, z) == Ф(х) не зависит от z,
а 'Ф(х, z) == Ф(z) не зависит от х.

Отсюда следует, что

Ф( )== Ф( ),Ф(l)==1.
Если схема L k),кроме Toro, симметрична, то Ф( )== Ф( )и мы полу 

чаем дЛЯ Ф( )функциональное уравнение

Ф( )== Ф( ),Ф(l) ==1. (29')

Общее решение этоrо уравнения имеет вид

Ф( )==  w(ln ),

rде w(t) произвольная четная функция, удовлетворяющая УСЛОВИI0
6 )

w(O) == 1.

Приведем два примера функции Ф( ):
1. Ф( )== 0,5(1 +  ), Ai == 0,5(ki l+ ki), Bi

== Ai+l'

2'Ф( )==
1

2

+
, А== 2ki lk , Bi==Ai+l'

." ki l+ i

11. Линейные функционалы в классе разрывных функций. Как

известно, линейный функционал А[!] определяется с помощью условий

10. А[Л + 12] == А[Л] + Аи2]; 20. IA[J]I м sup IfI. (30)

Рассмотрим линейный функционал А[Л, определенный для кусочно--

непрерывных функций на отрезке [а, Ь].

6)На существование общеrо решения уравнения (29') обратил наше внимание

М. В. Масленников.



в связи с тем, что известное представление линейноrо функционала в

классе С(О)[а, Ь] с помощью интеrрала Стильтьеса

ь

АИ == J 1'(8) dO:(8) (теорема Рисса)
а

продолжается на класс Q(O) неоднозначно, требуется найти представление

А[!] в Q(O) [а, Ь]. Такое представление получено в [121. Доказано (теорема 1),
что линейный функционал Аи(8)], rде f(8) Е Q(O)[a,b], однозначно опреде 

ляется двумя характеристическими функциями:

О:(,Х) == А[7]>.(8)], О"(,Х) == A[7r>.(8)], (31)

rде

{
1,

17>.(8) ==

О,

8 <,Х,

8  ,X, {
1,

7r>.(8) ==

О,

8 == ,Х,
(32)

8 =J 'х.

Если О"('х) == О для'х Е [а,Ь], то функционал называется pery 

лярным; если же о:(,Х) == о для ,х Е [а,Ь], то такой функционал мы

называем т о ч е ч н ы м.

Приведем необходимые для дальнейшеrо свойства линейных функ 
ционалов и их характеристических функций, отсылая за доказательст 

вами к [12].
1. Существует не более счетноrо числа точек 6, 6, . . .

, €j, . .

.,
в которых

0"( (j) =J О, причем:
00

2: 100((j)1 м.

j==l

2. Всякий линейный функционал А может быть представлен в виде CYM 

мы реrулярноro А и точечноrо А* линейных функционалов:

А[!] == А [!] + А*[Л,

rде
00

А
*

[!] == 2: о" ((j ) f ((j ) .

j==l



Реrулярный функционал А[!] целиком определяется характеРИС'I'иче 

ской функцией

а(л) == А [7]л(8)] == а(л) L a((j).
(]<л

3. а) Функция а(л) имеет оrраниченную вариацию;

б) существует не более счетноrо числа точек лl, Л2"", лi,..., в которых

ал(Лi) # а(Лi) или а(Лi) # ап(Лi), i == 1,2,...;

в) функция

а(л) == ал(л) L [ап(Лi) ал(Лi)]
Лi<Л

является непрерывной функцией на [а, Ь].
4. Имеет место основная теорема.

т е о р е м а 1. Вся'К:иu ли'Неuн:ыu фу'Н'К:ционо.л А[Л, оnределе'Нн'Ыu в

'Х;лассе Q(O) [а, Ь], .может б'Ытъ представлен в виде

ь
00

А[!] == J f(8) cLa(8) + L{fп(Лi)[ап(Лi) а(Лi)]+
а

i l

+ fл(Лi)[а(Лi) ал(Лi)]} + La((j)f((j).
j l

00

(33)

Если из f о следует А[!] О, то линейный Ф у н к Ц и о н а л А[!]
называют н е о т р и Ц а т е л ь н ы м.

Т е о р е м а 2. Для тО20 "lтобъt линеUНъtu фун'К:цио'Но.л А[!] б'Ыл 'Нe 

отрицателън'Ы.м, 'Необходимо и JocmamO"lno, "lтоб'Ы въtnолнялисъ условия:

1) хара'К:теристи"lес'К:ая фун'К:ция а(л) ре2УЛЯр'НОU "lacmu А Фун'К:ционала
А естъ неуб'Ывающая фУ'Н'К:ЦUЯ;

2) a((j) О для всех j == 1,2,...

Достаточность условий 1) и 2) следует из представления (33). Докажем
их необходимость. Итак, пусть А[!] неубывающий функционал. Выбирая

fj(8) ==

7r(j (8) О,

для любоrо j == 1,2,... будем иметь

a((j) == A[Jj(8)] О.



Вводя функцию

1>.(8) == Т}>.(8) L 7r(j(8) О,
(j<>'

замечаем, что

А[1>.(8)] == а(л) L O"((j) == а(л).
(j<>'

Пусть лl и Л2 лl любые точки отрезка [а, Ь].
Из неравенства

1>'2(8) 1>'1 (8) О,

В силу формулы (34), следует

А[1>'2 (8) 1>'1 (8)] == а(Л2) а(Лl) о при Л2 лl,

т. е. а(л) является неубывающей функцией.
Иными словами, необходимыми и достаточными условиями неотрица 

тельности линейноrо функционала А[!] являются условия неотрицатель 

ности ero реrулярной А[!] и точечной А*[!] компонент.

Однородный функционал первой степени А[!] полностью определяет 

ся своим первым дифференциалом А1 и, 'Р], который является линейным

функционалом относительно Bтoporo aprYMeHTa 'Р; имеет место равенство

(34)

А[!] == А1 и, J] (лемма 1). (3,1))

2. Однородные разностные схемы в классе rладких

коэффициентов

в этом параrрафе доказано, что в классе достаточно rладких коэффи 
циентов порядок аппроксимации однородной схемы из исходноrо семейства

.с(nl, n2, nз) совпадает с порядком точности этой схемы.

1. О точности разностных схем в классе rладких коэффициен 
тов. Изучая вопрос о точности решения yf разностной краевой задачи (П)
по отношению к решению и == и(х) исходной задачи (1), мы в 9 1 получили

для сетчатой функции zf == yf и(х) следующие условия:

Lhk,q)zf ==  'Pf, 0< i < N, zi == о, z == О, (задача (П1))

rде

L(k,q)Zh == [B(h,k)b,.zJ:. A(h.k) zh] D(h,q)zh
h h2 (1)



исходная схема и

<Р7 == L k,q.лщ (L(k,q,f)и)i (2)

есть поrрешность аппроксимации схемы L k,q.лна решении и(х) краевой

задачи (1).
Пусть Rh оператор, дающИЙ решение задачи (ПI):

zf == Rh<P7. (3)

Введем норму для сетчатой функции zf:

IIzhl11 == тах Iz 1
O<i<N

(4)

и некоторую норму II<ph11 2 для функции <р? Если при фиксированных k и

q норма оператора Rh равномерно оrраничена по h:

Ilzflll == IIR
h <p7111 M k,q)II<p71Iи, M(k,q) M(k,q)

h" , (5)

то из малости поrрешности аппроксимации по норме 1IIIи будет следовать

равномерная сходимость (см. [6]) решений разностной краевой задачи (П)
к решению задачи (1).

При изучении сходимости разностных схем в классе rладких коэффи 
циентов достаточно взять для <Р7 и zf одну и ту же норму:

1I<p711и == 11<p7111 ==

O
m.ax

N
1<p71 (й- == 1).

< <

В п. 3 исследована разностная функция rрина задачи (ПI) и показа 

но, что операторы Rh , дающие решение задачи (ПI), равномерно оrрани 

чены по h для любой схемы L k,q) (из класса .с(2, 1)), если k(x) Е с(1) и

q(x) Е с(О) (лемма 2).
Если k(x) Е С(n+l), q(x) Е с(n), лх) Е с(n) (п == 1,2), а схема L k,q.лиз

класса .с(п + 1, п, п) имеет п йпорядок аппроксимации, т. е. удовлетворяет

условиям (У. А. 1), п == 1 или (У. А. 2), п == 2 (см. 9 1, п. 6), то для

поrрешности <р? имеет место равномерная оценка

II<ph11 1
== O(h

n

) или II<phIl 1 М. h
n

, (6)

rДе 1vI положительная постоянная, зависящая от выбора k, q, f и не

зависящая от h.



Отсюда и из леммы 2 следует

Л е м м а 3. Если исходная схема L k,q,f) из .с(п + 1, п, п) имеет п и

(п == 1,2) nорядо'К: аnnро'К:симшции, то решение 'К:раевои зада"lи (П) и,м,еет

в 'К:лассе k(x) Е с(n+l), q(x) Е с(n), f(x) Е с(n) тот Жf'. rH'L nорядо'К',
mO"lHocmu.

Для изучения точности решения краевой задачи (П)
рывных коэффициентов нам потребуется оrраниченность

по норме

в классе раз 

оператора Rh

III" 11, }; h I hl" I
Равномерная оrраниченность по h операторов Rh в этой норме будет пока 

зана в п. 3.

2. Разностная функция rрина. Перейдем теперь к выяснению во--

проса о существовании и оrраниченности оператора Rh, определяемоrо с

помощью разностной функции rрина.

Рассмотрим разностную краевую задачу

Lhzf ==  (fЧ, О < i < N, zg == О, z == О, (8)

(7)

rде Lh разностный оператор, определяемый выражением

1

(
h h

)
h

LhZi ==

h2
Bi ДZi Ai \1 Zi Di Zi. (9)

Будем предполаrать, что коэффици нтыоператора Lh удовлетворяют

условиям:

О < М1 ::;; Ar ::;; М2 , О < М1 ::;; Bf ::;; М2 ,

о::;; Dr ::;; Мз, (О < i < N), (а)

rде М1 ,
М2 И МЗ положительные постоянные, не зависящие от h.

Решение этой задачи можно представить с помощью разностной функ 
ции rрина Gij в виде

N l

zf == Rhl.pf == 2: Gijl.pfh.
j==l

В частности, если краевые условия неоднородны, то

N l
AhG Bh G

h С ..

h
h

h N li,N l h
Zi 2JI.pi h Zo + h ZN'

j==l

(10)

(11)



Разностную функцию rрина Cij задачи (8) определим с помощью

условий:

а) Cij по переменному i при фиксированном j (О ::;; j ::;; N) удовлетво 

ряет уравнению

Oij
LhCij ==

h
при О < i < N, {

1,
rде Oij ==

О,

'/, ==),
(12)

i =1= j;

б) Cij удовлетворяет однородным краевым условиям

COj == О, СNj == О. (13)

Покажем, что функция Cij существует, если выполнены условия (а).
Рассмотрим два случая.

А. Разностный оператор Lh консервативен, т. е.

Bf == А?+1 и
1 h h

LhZi ==

h2
Д(Аi \7zi) Di Zi.

По аналоrии с дифференциальными уравнениями будем искать Cij в виде:

{
ajVi,

Cij ==

bjWi,

i < j,

i > j,
(14)

rде aj и bj подлежащие определению множители, а vi и Wi решения

однородноrо уравнения LhZi == О, удовлетворяющие условиям

LhVi == О, О < i < N, Vo == О,
Аqдvо

== 1
h

или

h
V1 ==

Аh ;

1

(15)

LhWi == О, О < i < N, WN == О,

A ДW: 1== 1 или
h

WN 1==  .
AN

( 15')

Применяя вторую разностную формулу rрина (см. п. 8, 9 1) к функциям
Vi И Wi, видим, что

VN
== Wo. (16)

Из условий (15) получаем

i 1
\7Vi h

Ai
h

== 1 +  D8V8h.
8==1

(17)



h
Отсюда и из условий D О, V1 ==

h > О следует, что Vi > О при i > О,
А1

точнее,

i
h Xi

Vi L h  ,

k==l Ak М2

1

vN
М2

'

и, аналоrично,
1 Xi

Щ 
М2

.

Таким образом, функция rрина Cij О (О::::;; i,j ::::;; N).
Из условия ajVj

== bjWj и уравнения (12) при i == j находим

W.
3

aj
==

""Х'
v.

bj
==

,

rде
1

Д == hАi(ViЩ l Vi lЩ)== const.

Из условий (15) и (15') для функций Vi И Wi следует, что

д == VN == wo.

в результате получаем следующее выражение для разностной функции

rрина:

{
ViWj

,
i < j,

С..
VN

23
WiVj

,
i > j.

V
N

Отсюда сразу получаем свойство симметрии функции rрина: Cij
== Cji .

Б. Если разностный оператор Lh не консервативен, т. е.

(18)

1

(
h h

)
h

LhYi ==

h2
Bi ДУi Ai \lYi Di Yi,

то, умножая ero на множитель

i l h

П
Е8

Ai ==

 '
8==1 8+1

мы, в соответствии сп. 6 9 1, получим консервативный оператор

LhYi ==  2Д(А;h\lУi) D;hyi ,



rде Ai
h

== А?Ai. Оператору L'h соответствует разностная функция rрина

Gij , которая строится так же, как и для случая А.

Из уравнений для Gij и Gij видно, что

Gij
== AjGij .

3. Оценки разностной функции rрина. При выводе равномерных

по h оценок для функции rрина мы будем предполаrать, что наряду с

условием (а) выполняется неравенство

Bh

е
 bh

:::;
Аh :::; ebh, О < i < N 1, ({3)
i+l

[:де Ь положительная постоянная, не зависящая от параметра h.

Рассмотрим сначала случай А.

Из формулы (18) в силу неравенства Vi Xi/M2, Wj (1 Xj)/M2
следует

'Фij
M :::;Gij:::;VN,

2VN

(19)

rде

{
Xi(1 Xj) при i < j,

'Фij ==

Xj(l Xi) при i > j.

Отсюда видно, что для получения двухсторонней оценки функции rри 
на достаточно оценить сверху VN' ДЛЯ этоrо нам нужна

Л е м м а 1. Пустъ Vi решение зада"lи (15), а Vi решение зада"lи

1
LhVi == О, vo == О, A1Vl == h, LhVi ==

h2
Д(АiV'Vi) DiVi.

Если въtnолнен'Ы условия Ai :::; Ai' Di Di' а та'К:же условия (а) для

'l\,оэффи'U,иентов операторов Lh и Lh, то имеет место неравенство Vi Щ.

в самом деле, функция Zi == Vi Vi удовлетворяет условиям

LhZi ==  2Д [(Ai Ai)V'Vi] + (Di Di)Vi,

Zo == О, zl == h (  JО.

Отсюда получаем

Ai Z; (1 ) (1 +  D'V'h)+  D'V'h+ (D' D,)v,h;' О.

т. е. Zi Zi l Zl О или Vi Vi.



Полаraя Ai == ]"11, Di == Nlз , получаем ДЛЯ Vi уравнение с ПОСТОЯННЫМИ

коэффициентами
л 2 2

h
2 

О
2
М 1Мu Vi l х Vi ==

,
х == 3 1,

h
решение KOToporo при условиях 'Ио == О, 'И1 == :=с""" имеет вид

А1

sh UJXi

. / h 2'
М1ХУ

1 + ( )
UJh xh

..

rде UJ корень уравнения sh ==
 ,так что SlllUJ Slll х.

2 2

Поэтому для VN получаем оценку

Vi ==

shx
Sh J :

VN М1х

==

"';М1Мз
(20)

при любых значениях h > О.

в результате мы приходим к следующей оценке функции rрина снизу
и сверху:

sh J
Мз

2 0/'..  ij"';М1МЗ С..
М1

90 'P ] -...;::
 ]

-...;::
. /М М

М2 1
3 V 1 3

2 S 1
М1

Если Df == О, то для соответствующей функции rрина G?j формула (21)
(при Мз == О) дает

(21 )

М1 О 1

Mi
 ij Gij М1

' (22)

Из неравенства Gij G?j (при условии Df О) следует, что для функ 
ции rрина Gij можно пользоваться более простой оценкой сверху

1
Gij М1

== 91.

Для первоrо разностноrо отношения функции rрина имеем

{
.
ДWj

,
i < j,

Gi,j+1 Gi,j VN h

h wi Дщ
,

i > j.
VN

'

h

(23)



Учитывая неравенство

j l
'Vщ 1 1 1 М3
h

==

У
+
У  DSV8h:::;;М

+
М

V
N :::;; М5(М1 ,МЗ ),

J J 8==1
1 1

получаем

'
С "

1  c,'

1
 ,з+  ,]

М
h

'" 5, (24)

rде М5 == М5(М1 ,
Мз ) положительная постоянная, зависящая только от

М1 И М3.

Выбирая, например, i == j == io == [ ], получаем из (21)

С' ,  
У'М1М3

 O, Oс/ 90
2NI:} sh JM3/M1

(25)

Если оператор Lh неконсервативен и удовлетворяет условиям (а) и ({3),
то для коэффициентов консервативноrо оператора L'h == AiLh будем иметь

о < Mf :::;; А; :::;; M , о:::;; Di :::;; M , (26)

rде М{ == Mle b,M == Л12еЬ, Мз == Мзе
Ь

.

Для множителя Ai имеет место двухсторонняя оценка

, b/' А /' Ь
:::::: i:::::: е

, о < i < N. (27)

Для оценки Gij можно пользоваться формулой (21), заменив KOHCTaH 

ты J\1k (k == 1,2,3) константами M .Оценку для Gij мы получим, если

воспользуемся соотношением (27) и формулой

Gij == AjGij'

Обратимся теперь к формуле

N l

zf == L Gij({!jh.
j==l

Учитывая неравенство (23), находим

N l
h h 1

I
h

lIIz 111 == т,ах IZi I :::;;
М' ({!j h.

O< <N 1
j==l

(28)



Отсюда следует

h 1 h
IIZ 111 1\.1,

II<p Ila, (J" == 1,3.
1

(29)

1
Таким образом, константа и дает равномерную оценку опера 

1\.11
тора Rh'

Л е м м а 2. оnераторыl Rh, nредставляющие решение зада"lи (III)
(zh == Rh<Ph) для любоu схе.мыl L k,q) из к;ласса [,(2,1) и для k(x) Е с(1),
q, f Е с(О), равно,м,ерно 02рани"lеныl к;ак; по нор,м,е 11111, так; и по нор,м,е 11112,
т. е.

IIz
h

l1 1 9all<phll a , (J" == 1,2,

2де 91 и 92 nолоэlcителъныle nостоянныl,' зависящие толък;о от 1\.11, 1\.12,
1\.13 и Ь

(11'1'"111 O  Nl'I'fl, 11'1'"112 Еhl 'I',hl)
в самом деле, условия (а) будут выполнены, если

0<1\.11 k(x) 1\.12, О q(x) 1\.13,

так как шаблонные функционалы схемы нормированы и являются неубы 
вающими.

Если k(x) Е с(1), то

A h,k)== ki + hk A O)[s] + hp(h),

B;h,k) == ki + hk BiO) [s] + hp(h),

B h,k) k'

(h,k) ==l+h(/;;)i. ao + hp(h),
Ai+1

аО
== BiO)[s] A O)[s] 1.

Отсюда видно, что всеrда можно выбрать константу Ь так, чтобы

выполнялось условие ({3). Например,

k'
Ь == (1 + laol) шах 1/;;1.(О:(х:(l)



При изучении сходимости наших схем в классе разрывных коэффи иен 
тов, помимо оценки (29), понадобится более тонкая оценка. Представляя Zi

в виде
N l j l

zf == GijД(  Zh)
и учитывая тождество щДщ ==  Vj+1Диj+ Д(щщ), получим

zf %: ( G"j+lh Gi,; ) (t, 'I':h)h
Отсюда следует неравенство

IIz
h

l1 1 :::;; :":Iax I СЦ+1 Gi,j 1 . h lt  Zhl ,

O  ,J N lh
8==1 8==1

которое, если воспользоваться равномерной оценкой (24) для разностноrо

отношения функции rрина, принимает вид:

IIz
h

l1 1 :::;; M II hI12, rде M == e
b
M5 (Mf, M ). (30)

З а м е ч а н и е. Если условие (/3) въtnолняется всюду, 'К:роме 'К:оне"lН020

"lисла mO"lex; j == 1,2,..., jo, то все nОЛУ"lеннъtе въtше о'Цен'К:и сохраняют

силу, если вместо Ь ввести новую 'К:онстанту Ь1 с nомощъю условия

.
М2

Ь1 == Ь + Jo ln
М1

;

тО2да

e bl:::;; Ai :::;; e
b1

, Mf == e bMl, M == е
ЬМ2

ито д.

4. О порядке аппроксимации сходящихся схем. Перейдем теперь к

установлению связи между порядком аппроксимации и порядком точности

схемы для задачи (11). В п. 1 сформулирована лемма 3. Ее доказательство

следует из неравенств (29) и (5).
Имеет ли место обратное утверждение? Определяет ли порядок точно--

сти схемы ее порядок аппроксимации? Ответ на этот вопрос дает

Л е м м а 3. Если разностная схема L k,q,f) из семеиства .с(n+1, n, n)
u.мeeт n иnорядо'К: mO"lHocmu в 'К:лассе JocmamO"lHO 2лад'К:uх 'К:оэффи 
'Циентов

k(x) Ec(mk ), q(x) Ec(mq ), f(x) Ec(mf), mk n+1,mq n,mf n,

то она имеет тот ЭlCе n иnорядо'К: аnnро'К:сима'Ции (n == 1,2).



Итак, пусть Zi == O(h
n

) для любых коэффициентов из указанноrо выше

класса. Докажем, что при этом обязательно выполнены условия n roпо 

рядка аппроксимации (см. (У. А. 1) и (У. А. 2); п. 6, 9 1). Для оценок будем
пользоваться неравенством

I
N l

IIZiol 90 L 'Фiоjr.pjh > 190'
з==1

В частности, если r.pj
== V5' hm + O(h

m+1

), rде v5 == const, т о, то отсюда

следует
N l

0<90 90 L 'ljJiojh.
j==l

В п. 5 9 1 для поrрешности аппроксимации 'Р(х, и, h) было получено

разложение по степеням h:

r.p == 'р(0) + hr.p(l) + O(h
2
),

rде 'р(0) и 'Р(1) определяются формулами (25) и (26), 9 1, через моменты

дифференциалов шаблонных функционалов, функции k(x), q(x) и f(x) и

их производные.

Будем выбирать функции и(х), k(x), q(x) и f(x) таким образом, чтобы

'р(0) и 'Р(1) были постоянны.

Пусть n == 1. Полаraя k(x) == е
Х

, и(х) == e Xи пользуясь (31) для т == о,

находим, что 'р(0) ==  ao== O(h), т. е. а
о

== О.

Рассмотрим теперь схему L:(3, 2, 2), n == 2. Для нее имеем

r.p
== 'Р(1) h + O(h

2
), так как 'р(0) == О (т == 1).

1V51 JZ
hiO + O(h),

90
(31)

Чтобы убедиться в справедливости соотношений aj
== о, j == 1,2,3, 4, выбе 

рем следующие примеры:

1) k(x) == 1, f(x) == х, q(x) == о, 'Р(1) == p 0)[8],
неравенство (31) дает 'Р(1) == O(h), т. е. p 0)[8]== о;

2) k(x) == 1, f(x) == 1 х, q(x) == 1 х, и(х) == 1, 'Р(1) == Di
O)

[8] == о;

3) k(x) == е
Х

, и(х) == e X,'Р(1) ==  a1 а2 аз + а4 == о;

4) k(x) == е
Х

, и(х) == е
Х

, 'Р(1) ==  a1+а2+аз а4== о, а1 == о, щ == а2+аз;

поэтому 'Р(1) можно переписать в виде

k' , k'
'Р(1) == аз (k) . ku' а4 (k) . f .

и,

если воспользоваться для этоrо уравнением ku" + k'u' == f;



5) k(x) == е
Х

, f(x) ==  1,q(x) == о, <p(l) ==  a4== о;
k' ,

6) (k) . ku' == 1, <p(l) == аз == о.

Тсм самым лемма доказана.

Из лемм 3 и 4 вытекает следующая

т е о р е м а 1. Для тою "lтоБЪL разностная схема L k,q,f) из 'К:Ласса

[,(n + 1,n,n) имела для люБЪLХ 'К:оэффициентов k(x) Е с(п+1), q(x) Е с(п),
Лх) Е с(п) (удовлетворяющих условиям (а) и ((3), СоМ. n. 1, S 1) n иno 

рядо'К: mO"lHocmu, необходимо и JocmamO"lHO, "lтоБЪL она имела n иnорядо'К:
аnnро'К:симации (n == 1,2).

3. Необходимые условия сходимости в классе разрывных

коэффициентов

в этом параrрафе устанавливаются необходимые условия сходимости

разностной схемы L k,q,J)в классе разрывных коэффициентов.
1. О поrрешности аппроксимации в окрестности точки разрыва

коэффициентов. Поrрешность zf == у? U(Xi) решения у? разностной
задачи (П) относительно решения и(х) задачи (1) определяется, как мы

видели, условиями

L k,q,J)zf ==  <p ,о < i < N, zi == о, z == о.

Правая часть уравнения

(задача (Пl))

<p == L k,q,J)Ui (L(k,q,j)U)i

есть поrрешность аппроксимации схемы L k,q,j) на решении и == и(х)
задачи (1).

Если коэффициент уравнения k(x) имеет в некоторой точке х == раз 

рыв первоrо рода, то в окрестности этой точки схема L k,q,J)не аппрокси 

мирует дифференциальный оператор L(k,q,f).
Положение точки х == на разностной сетке Sh {хо == о,..., xi == xh,...,

x
N

== Nh == 1} определяется двумя числами n и ():

== хп + ()h, о < () < 1, хп
== nh. (1)

Очевидно, что n и () являются функциями шаrа h или номера N:

n == n(h), () == ()(h). (2)



в точке Х == решение и == и(х) задачи (1) удовлетворяет условиям

сопряжения

и( О) == и( + О) == и( ), kли == kпи ,

kл == k( О), kп == k( + о).

(3)

Будем рассматривать исходную схему L k,q,f)из семейства схем ,[(2, 1, 1)
первоrо порядка аппроксимации с коэффициентами

A h,k)== Ah[k(Xi + sh)], BJh,k) == Bh[k(Xi + sh)],

DJh,q) == Dh[q(Xi + sh)], Fi(h,f) == Fh[J(Xi + sh)],

причем Dh и Fh
линейные функционалы. Предположим теперь, что

k(x) Е Q(2), q(x) Е Q(1), f(x) Е Q(l). В силу трехточечности схемы

({)f==O(h), i-/:n, i-/:n+1. (4)

Для оценки ({) и (() +1 разложим u (х) в окрестности точки Х ==  :

un+j == и( )+ (j e)hu +
(j  !e)2h2

. и + O(h
3
) (j == 2,1, О,  1).

В дальнейшем индекс h у ({)? опускаем.

Учитывая условия сопряжения (4) при Х == ,получим

({)n == (() O)+ (J,} O) + O(h), ({)n+1 == ({) Oll+ (J,}  l+ O(h), (5)

(11(О) ==

w

[Bh (
l е

+ i.) Ah. ] +уn
h

n
kп kл

n
kл

+  B [(le)2и e2и ]+ (0,5 + e)A и (ku') , (6)

(О) w

[
h 1 h

(
1 е е

)]({)n+1 h
В
n+1

.

kп
А
n+1 k;:

+
kл

 A +l[(le)2и e2и ]+ (1,5 e)B +1и (ku') , (7)

w == kли == kпи ,

(J,} O) == (Р/: !n) (D qn)U( )j

(J,}  l== (F/:+l !n+1) (D +l qn+1)и( ).



Отсюда видно, что члены 'Рn и 'Pn+l имеют порядок l/h, т. е. разностный

оператор L k,q,f)не аппроксимирует дифференциальный оператор L(k,q,f) в

точках х == хn , Х
== Хn+1' Если k(x) Е Q(1), q(x) Е Q(O), f(x) Е Q(O), то

'Pi
== p(h) при i i= n, n + 1,

'Рn == 'P O)+ UJ O)+ p(h), 'Рn+1 == 'P 011+ UJ  l+ p(h),

rде p(h) -------+ О при h -------+ О.

2. Случай консервативной схемы. Предположим теперь, что

L k,q,f) консервативная схема, т. е. B}h,k) == A :' ).в этом случае форму 
лы (6) принимают вид:

(О)
w

[
h

(
() 1 ()

)
h 1

]'Рn
h
А
n+1

kл
+ Аn .

kл
+

+  A +1[(1 ())2и ()2и ]+ A (0,5+ ())и (L(k)и)л + ()h(Lkи) , (8)

(О) w

[
h 1 h

(
() 1 ()

) ]
1 h

[( )
2" 2 "

]'Рn+1
==

h Аn+2' kп
А
n+1

kл
+ 2"An+l 1 () ип () ил +

+ A +2(1,5 ())и (L(k)и)п h(l ())(Lku) . (9)
В дальнейшем нам понадобится сумма

(О) (О) 7lJ

(
/! /ъ

)
h

)
"

'Рn + 'Рn+1
h kп

Аn+2 kл
Аn + Аn(() + 0,5 Uл+

+ A +2(1,5 ())и (L(k)и)л (L(k)и)п + O(h). (10)

Если L k) исходная схема 2 roпорядка аппроксимации, то

A == kл (0,5 + ())hk + O(h
2
),

A +2== kп + (1,5 ())hk + O(h
2
)

и, следовательно,

1 h 1 h

[
k 

( ())
k 

] О(
2

)
k Аn+2 k

Аn == h (1,5 ()) .

k
+ 0,5 + .

k
+ h.

п л п л

В результате получаем

'P O)+ 'P 011== (0,5 ()){(L(k)и)п (L(k)u)л} + O(h). (11)
Вычислим теперь сумму UJ +UJ +l'Для простоты приведем вычисления,

относящиеся к слаraемым, содержащим f.



Следует различать два случая:

а) если () < 0,5, то

Р!:+1 == fп + O(h), Р!: == F O)+ O(h),

U) + U) +1== p O) fл + O(h), p O)== р(О) и(Хп + sh)]j

б) если () > 0,5, то

h (О)
О( )Р

п+1 F
n+1 + h, р/: == fл + O(h),

U) + U) +l== F +lfп+ O(h).

в общем случае ДЛЯ схемы L k,q.л BToporo порядка аппроксимации

получаем:

СРп + СРп+1 == (0,5 ()) [(L(k,q,f)и)п (L(k,q,f)и)л] + Хп+

+ O(h) == Хп + O(h), (12)

rде

Хп == p O) D O)u(E) (0,5 + ())(fл qли(Е))+

+ (0,5 ())(fп qпи(Е)), () < 0,5;

Хп == F  lD  lu(E)+ (1,5 ())(fл qли(Е)) 

(1,5 ())(fп qпи(Е)), () > 0,5.

Заметим, что в случае q(x) == О, f(x) == О

СРп + СРп+1 == O(h). (13)

в общем же случае

СРп + СРп+1 == 0(1). (14)

3. Основная лемма. В связи с тем, что в окрестности точки разрыва

коэффициентов уравнения L(k,q,f)u == О разностный оператор не аппрокси 

мирует дифференциальноrо оператора, возникает вопрос: каковы необхо--

димые условия, которым должны удовлетворять СРп И СРп+l, чтобы схема

L k,q,J)сходилась или имела п йпорядок точности (п == 1,2) на любой по--

следовательности сеток Sh при h О (или N 00)7



Ответ на этот вопрос будет получен с помощью основной леммы, ДOKa 

зываемой в этом пункте.

Рассмотрим разностный оператор

1  h .h
Lhzi

==

h2 (Bi ДZi Ai V'Zi), (15)

определенный на любой последовательности сеток Sh (h == ).
Пусть (х, zr) некоторая окрестность особой точки Е (О, 1),

о < х < < zr < 1, причем

х == Xn 1+ Oh, == Хn + Oh, zr == x'fi + Oh, о:::;; о, о, о :::;; 1,

rде

Xi == ih.

В дальнейшем мы будем иметь дело с операторами Lh, коэффициенты
которых удовлетворяют условиям

 h  h
0< М1 :::;; Ai :::;; М2 ,

0< М1 :::;; Bi :::;; М2, n < i < n, (а)

Bh
e
 bh :;:;.. == ..........1.... e

bh
n < ,; < n,

"..../.. N 1 N N + 1'" '"l  h
"" .

I " ,

A
i+1

(73)

rll,p. Мl, М2 и Ь положительные ПОСТОЯННЫС, НС зависящие от h.

О с н о в н а я л е м м а. Если 'К:оэффи'Циентъt А? и Bf оператора Lh
удовлетворяют условия,м, (а) и (jЗ) и Фун'К:'Ция ер? равно,м,ерно сходится

'к: НУЛЮ на интервале (х, zr) при h О для всех i i- n, n + 1 :

I ер? I :::;; p(h), (16)

то для равно,м,ерной сходи,м,ости не'К:оторой nоследователъности решений

уравнения
h  h

LhZi ==  'Pi (17)

х; НУЛЮ при h О на интервале (х, х) (Izfl :::;; p(h), n:::;; i :::;; п) необходи.мо

6ъtnолнение условий

h2ep +1== p(h), h
2
ep? == p(h),

 h  h  h h
д( ,h) == h(An+1 'Рn + Вn'Рn+1) == p(h).

(а)

(б)



Введем функции

(1)  h  h (2)  h (1)
<Pi

== Vi,n<Pn + Vi,n+1 <Рn+1, <Pi
== <Pi <Pi ,

rде

 .. {
1,

vt,J
О ,

'/, == J,

i i= j,

и представим рассматриваемое решение zf уравнения (17) в виде суммы

Zh == Z l)+ z 2)
t t t'

rде zY) решение уравнения LhzY) ==  <p 2)с некоторыми краевыми усло--

виями, например  2)== О, zi2) == О.
n

Условия (а) и св), как было показано в 9 2, обеспечивают существова--

ние и двухстороннююоrраниченность разностной функции rрина опера 

тора Lh'
Ниже при доказательстве основной леммы мы вводим разностные функ 

ции rрина C ;)и G J)консервативноrо оператора ЛiLh для первой краевой

задачи на отрезках n i п и п i п соответственно.

Функции C ;)и G J)определяются из условий

Л(а) LhG
(а)

==
бi,j

( )t tJ h
n < i < п; j фиксировано, n j п

,

i l

C ;)== О при '/, == n и i == п, л а)== L Us;
s==n

л б)LhG J)== б j (п < i < п; j фиксировано, п j п),

i l

G J)== О при i == п и i == п, л б)== П Us'
s==n

Пользуясь формулой rрина, находим

n

z;2) == L G J)лjб) <рэ2) h (z 2)== z 2)== О).
i==n+1



Отсюда, в силу оrраниченности G J),следует

Ilz 2)111 == p(h) (11Фlll == тах IФil).
11 i "ff

(18)

Таким образом, вместо решения уравнения (17) можно рассма'l'{Jина'l'Ь

на отрезке n i n решение zY) уравнения

LhZY) ==  <p?). (19)

По условию леммы Ilzflll == p(h). Отсюда и из (18) следует, что zY) == p(h)
на (х, х).

Требуется доказать, что при этом условии должны выполняться усло--

вия (а) и (б).
Для доказательства леммы мы представляем решение уравнения (19) с

помощью функций rрина C ;)и G J).Так, например, решение на интервале

n i n выражается через <P +1и краевые значения z I),41), стремящиеся
к нулю при h О. ДЛЯ получения нужной оценки (а) или (б) мы пользуемся

оценками снизу для разностной функции rрина (см. 9 2, п. 3).
10. Решение уравнения (19) внутри интервала n i n представим в

виде:

"ff 1

z l)== z
(l)
+
=

z l)  (1)
== " G ,:)л\а) h == С(а) Л(а)  hh

1 1 l' Z1 1] J <Р] 1,n+l n+l <Рn+l ,

i=n+l

z(1) ==  Ah c a) л(а) z(1) +  B c( л а) . zll}. (21)1 h n+l 1,n+l n+l n
h n 1 i,n 1 11 1 11

В силу оrраниченности разностных отношений функции rрина C ;)при
j == n и j == n 1, получаем

(20)

Ilz I)lll M(lz I}1+ 14 11)== p(h),

так как по условию zY) == p(h).
Пользуясь оценкой снизу для с}1 (см. 9 2, п. 3, (22)), видим, что

(а) (а) М{ М{
h ( )Л

n+ 1
Gi,n+1 (M )2

Фi,n+l
(M )2

X"ff Xi .

Выберем для определенности i == io так, чтобы X"ff Xio 0,5(х  ),тоrда

Л(а) С
(а)

h
(а) (а) М{ =

)n+l io,n+l
.

90' 90
(M )2

. 0,5(х .



Отсюда и из (21) следует, что

1 111
h

I h тах I Z\l)
=

Z l)I-; n+ 1
.

2
""

2 2'

n<i<n

h2(j5 +1== p(h). (22)

20. Чтобы получить условие (б), представим решение уравнения (19)
внутри интервала n < i < n с помощью функции rрина G J):

Z l)== Z l)+ z l)
J 2 2'

rде

 (l) с(6)Л(6)  h. h + с(6) л(6)  h
. hZi i,n n <рn i,n+l n+l <{Jn+l ,

z l)выражается формулой, аналоrичной (21).
Учитывая, что

(6) (6). (
 h
/A
 h

)Л
n+ 1

Л
N Вn n+l'

представим Z l)в виде

с(6) с(6)
  l)== G l).

Ь.Ц, h)
. л(6) +

i,n+1 i,n
. Л(6)

(h2
 h

)Z2
2'n}ih

n
h n+l <{Jn+l'

n+l
(23)

В силу (22) второе слаrаемое есть величина p(h).
Выберем затем i == io так, что Xio ХN О,5(х х), получим

л 6) (6) (6)
 Gin 90 .

Ah о,

n+l

Поэтому из (23) следует оценка

1  1)1Z20
b.( ,h) """(б) + p(h) == p(h).

90

Условие h2(j5 == p(h), очевидно, является следствием условий (22) и (24).
Лемма доказана.

З а м е ч а н и е. Основная лемма сохраняет силу, если функция

(24)

(2) h
(

 h  h
)<{Ji == <{Ji Vi,n<{Jn + Vi,n+l<{Jn+l



удовлетворяет условию сходимости по одной из применяемых нами норм:

11'P 2)111 == тax ''Р?) 1 == p(h),
n<i<n

11 <р}2) 112 hl t h<p\2 1 I hl h<p, I р(h),
 :on+l в:оn+l  :on+l в:оn+l

(ц"n, ц"n+1)

ff 1

11'P 2)11з == L hl'P 2)I == p(h).
i:on+ 1

в самом деле, из неравенств

Ilz;2) 111 MII'P 2)Ila (О' == 1,2, 3),

полученных в 9 2 п. 3, следует

(2)
)Ilzi 111 == p(h .

л е м м а 1. Если 'К:оэффициентъt оператора Lh удовлетворяют YC 

ловия.м (а) и (13), а Фун'К:ция 'P 2)== <P (бi.n<Р + бi,n+l<Р +l)на интервале

(х,х) u.мeeт по 'К:а'К:ой либонор.ме 11'P 2)lla (О' == 1,2,3) nор.ядо'К: hm :

II'P?) lIa == O(1L
m

),

то для тО20 "lтоБЪt не'К:оторая nоследователъностъ решений ypaвHe 

н,и.я (17) и.мела на интервале (х,х) т й(т == 1,2) nор.ядо'К: .малости при

lL О Шz lIl== O(h
m

)), необходимо въtnолнение условий

h2<p == O(hm ), h2'P +1== O(h
m

),

L Ц,h) == O(h
m

).

(Эт)

(бm)

4. Необходимое условие сходимости для исходной схемы в клас 

се разрывных коэффициентов. Для выяснения необходимых условий

сходимости разностной схемы L k,q,f) из исходноrо семейства .с(nl, n2, nз)
в классе разрывных коэффициентов рассмотрим разностную задачу (III)
дЛЯ поrрешности Zi == Yi и(Xi)'

Проведем сначала исследование для схемы L k)первоrо paHra, удовле 

творяющей (У. А. 1).



Пусть == хn + () . h (О < () ::::; 1) точка разрыва коэффициента k(x) Е

Е Q(l). Учитывая, что при i =1 n, i =1 n + 1

B;h,k) == ki + hk BiO)[5]+ hp(h),

A h,k)== ki + hk (l+ A O)[5]) + hp(h),

B h,k)
получим, что Ui

== (h,k) == 1 + hp(h) при i =1 n в некоторой окрестности
A

i+1

(х, х) точки  ,не содержащей друrих точек разрыва функции k(x).
Отсюда и из условия о::::; M1 ::::; k(x) ::::; М2 следует, что условия (а) и ((3)

выполнены и

'Р7 == (L k)Ui) (L(k)U)i == p(h)

в точках i =1 n, i =1 n + 1 на интервале (х + h, х h).
Учитывая замечание в конце п. 3, убеждаемся, что условие

fl == h (B(h,k)((')h + A(h,k) ((')h ) == p(h)n 't'n+l n+l 't'n (23')

необходимо для сходимости к нулю решения задачи (III), т. е. для сходи 

мости разностной схемы L k)и, следовательно, схемы L k,q,лиз .с(1, О, О) в

классе разрывных коэффициентов.
Условие h2'P == p(h) выполнено, так как h'P == 0(1).
Подставляя в (23) выражения (5) и (6) для 'P и 'P +1'получим необ 

ходимое условие сходимости схемы L k,q,J)из семейства .с(1, О, О) в форме

B(h,k) B(h,k)n n+l

kп

А(h,k)А(h,k)
n n+l

== (h)
kл

р. (24')

Рассмотрим теперь консервативные схемы.

т е о р е м а 1. Люба.я 'К:онсервативна.я схема L k,q,f) нулевО20 раН2а

удовлетвор.яет необходu.мо.му условию сходи.мости в 'К:лассе k, q, f Е Q(O).
В самом деле, если схема консервативна, то

B(h,k) == А(h,k)
n n+l'

A h,k)==Ah[k(xn+ 5h)]==A(O) [k(xn + 5h)] + p(h) == kп+р(h) == kл + p(h),

B   )== A   )== kn+2 + р(h) == kп + р(h).



Подставляя эти выражения в левую часть условия (24'), будем иметь

B(h,k) B(h,k) A(h,k) A(h,k) B(h,k) A(h,k)n n+1 n n+1
== A(h,k) ( ) == (h)

kп kл
n+1 kп kл

р.

т е о р е м а 2. Люба.я 'К:онсервативна.я схема L k,q,л nервО20 nор.яд'К:а
аnnро'К:си.ма'Ции из семейства .с(2, 1, 1) удовлетворяет необходu.м'ы.м усло 

ви.я.м 1 20nор.яд'К:а mO"lHocmu в 'К:лассе разрывных 'К:оэффи'Циентов k(x) Е

Е Q(1), q(x) Е Q(O), f(x) Е Q(O).
В самом деле, условие h2

<pn
== O(h) или h<pn == 0(1) выполнено aBTOMa 

тически. Что касается BToporo условия .6. == O(h), то оно леrко проверяется,

если учесть, что B h,k)== A h ),B;;+ )== kп + O(h), A ,k)== kл + O(h). Из

условий теоремы следует, что <Pi
== О (h) при i i= n, i i= n + 1. Поэтому здесь

лемма 1 применима (т == 1).

5. Необходимые условия BToporo порядка точности в клас 

се разрывных коэффициентов. Рассмотрим разностную краевую за 

дачу (III) дЛЯ функции Zi == Yi U(Xi)'
Для простоты предположим, что k, q, f имеют одну точку разрыва. По--

лаrаем <р;1) == (\n<Рn + бi,n+1<Рn+1, <р;2) == <Pi <р;1). Если k(x) Е Q(З), q(x) Е

Е Q(2), f(x) Е Q(2), а схема L k,q,лпринадлежит семейству .с(3, 2, 2) и имеет

второЙ порядок аппроксимации, то 11 <р;2) 111 == 0(h
2
) И условия леммы 1 BЫ 

полнены.

В силу леммы 1 необходимые условия BToporo порядка точности схемы

L k,q,f)в классе разрывных коэффициентов имеют вид:

<Рn
== 0(1) или <Рn+1 == 0(1),

.6. == 0(h
2
).

(а2)

(62)

Если схема консервативна, то условие (б2 ) эквивалентно условию (б ):
<Рn + <Рn+1 == O(h).

Л е м м а 2. Необходимо.му условию втОрО20 nор.яд'К:а mO"lHocmu

<Рn + <Рn+1 == O(h) (25)

в 'К:лассе разръtвн'ых 'К:оэффи'Циентов k(x) Е Q(2) удОВJ!,етвор.яет любая 'К:OH 

сервативна.я схема L k)втОрО20 nор.яд'К:а аnnро'К:си.ма'Ции.



Это утверждение является следствием формулы

'P O)+ 'P 021== (0,5 В){(L(k)u)п (L(k)и)л} + O(h) == O(h),

так как (L(k)u)п == (L(k)и)л == О, поскольку и == и(х) есть решение уравнения

L(k)u == О.

Отсюда следует, что для консервативной схемы L k)BToporo порядка

надо проверять только первое из необходимых условий 'Рn == 0(1).

6. О достаточных условиях сходимости. В п. 5 мы установили необ 

ходимое условие сходимости исходной схемы L k,q,f) в некотором классе

разрывных коэффициентов (k(x) Е Q(1), q(x) Е Q(O), f(x) Е Q(O)).
Покажем, что это условие является и достаточным для сходимости.

т е о р е м а 3. Для тО20 "lтобы разностная схема L k,q,f) nервО20 no 

р.я,дх;а аnnрох;сима'Ции из 'К:ласса .с(2, 1, 1) сходиласъ дл,я, люб'ых х;оэффи'Цuен 
тое k(x) Е Q(1), q(x) Е Q(O), f(x) Е Q(O), необходимо u JocmamO"lHO, "lтобы

в х;а:ждоu тО"l'К:е  j== X
nj
+ вj h (j == 1, 2, . . .

, jO) разр'ыва Фунх;'Циu k, q и f
въtnолн,я,лосъ условие

( (h k) (h,k)
) ( )tlj

== h Вn/ 'Pnj+1 + Anj+1 'Pnj
== Р h

, (26)

2де

'Pi == L k,q,f)Ui (L(k,q,f)uk
Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость условия tlj

== p(h) установлена

ранее. Для доказательства достаточности воспользуемся формулой

II Zil11 == IIYi Uil11 MII'Pilla (О' == 1,2,з),

rде М постоянная, не зависящая от h.

Представим 'Pi и Zi В виде сумм:

jo

'Pi == 'РР) + 'P 2), 'P 1)== L(дi,nj'Рnj + дi,nj+1'Рnj+1),
j==l

rдe z m) решение задачи (III) с правой частью 'P т)(т == 1,2). В точках

i #- nj, i #- nj + 1 (j == 1,2,... ,jo) 'P 2)== p(h), пользуясь неравенством

Z. == Z(l) + z(2)
.  ,

(2) 1
11 (2)

Ilzi 111
М' 'Pi 111,

1

получим Ilz?) 111 == т.ах Iz 2)1 == p(h).
O< <N



Для оценки z;l) воспользуемся неравенством

Ilz!') 111 " MIIA,'P\') 112 (1IФ,112 hl hф,l), (27)

s l

rде As == П (B:::JA +l)'а М постоянная, не зависящая от h.
т=о1

Для определенности будем считать, что nj < nj+1'

Подставляя в (27) выражение для <p 1),получим

ЗО

Ilz;l) 111 М I)Anj<Pnjh2 + h(Anj<Pnj + Аnз +1<Рnз+1)].
j=ol

Подставляя в первую часть Аnз +1 == Аnз (Вn)Аnз+1), находим

{
jo jo

А

}Ilz?) 111 М Anj<pnj h
2
+

А

n]
flj .

j=ol j=ol nз+1
(28)

Первое слаrаемое имеет первый порядок малости, так как h<pnj == 0(1).
Второе слаrаемое сходится к нулю при h О, так как по условию flj
== p(h), а число jo конечно. Таким образом,

(1) (2)
jlzil11 Ilzi 111 + Ilzi 111 == p(h).

Те о р е м а 4. Если L k,q,f) разностна.я схема типа f:.(m + 1, т, т)
т 20(т == 1,2) nорядх;а аnnро'К:си.мации, то для тО20, "lтоб'ы она в 'К:лассе

k(x) Е Q(m+1) , q, f Е Q(m) и.мела т иnор.ядо'К: mO"lHocmu, необходимо и

JocmamO"lHO, "lтобы в о'К:рестности '/\,аждои тО"l'К:и  j== Х
nз
+ Ojh (j

== 1,2, . . .

, jo) разръtва Фун'К:ции k, q, f въtnол'НЯЛис'Ь условия

h2<p == O(h
m

),
J

6Цj, h) == O(h
m

)

h2<p j+1== O(h
m

),

(j == 1,2,... ,jo).

(ат)

(бm)

Для доказательства достаточности условий (am) и (бm ) надо учесть,

,[то <p 2) == O(h
m

), Ilz;2) 111 == O(h
m

), и воспользоваться неравенством (28).
Необходимость следует из леммы 1.



э 4. Коэффициенто устойчивыеразностные схемы

При решении дифференциальноrо уравнения L(k,q,f) методом конечных

разностей может оказаться, что информация о коэффициентах уравнения

k, q, f является недостаточно полной. Это может случиться, например, KO 

rда эти коэффициенты определяются приближенно с помощью HeKoToporo

вычислительноrо алrоритма.

Поэтому даже при точном вычислении коэффициентов разностной cxe 

мы L k,q,f)будет допускаться поrрешность. С друrой стороны, может OKa 

заться, что функционалы Ah, B
h

, D
h

, ph сами вычисляются приближенно,
что приводит также к поrрешности в коэффициентах схемы. Отсюда ясно,

насколько важной является задача изучения схем с возмущенными коэф 
фициентами.

Ниже вводится норма возмущения коэффициентов схемы и с ее по--

мощью дается определение коэффициенто--устойчивой, или ко устойчивой,

разностной схемы.

Основной результат данноrо параrрафа выражает теорема о том,

что необходимым и достаточным условием ко устойчивостиканонической

схемы типа .с(1, О, О) является ее консервативность (теорема 3).

1. Зависимость решения дифференциальноrо уравнения от

коэффициентов. Рассмотрим краевую задачу

L(k,q,f)u == О, 0< х < 1, и(О) == Ul, и(l) == и2 (1)

и сравним ее решение и(х) с решением Щх) возмущенной задачи

L(k,ii,j)и == О, О < х < 1, ЩО) == Ul, Щ1) == и2. (2)

Будем предполаrать, что коэффициенты задач (1) и (2) удовлетворяют

условиям

0< M1 k(x) М2, О q(x) Мз, \f(x)1 М4. (а)



Л е м м а 1. Если 'К:оэффи'Циент'ы уравнении (1) и (2) X;YCO"lHO Henpe 

р'ывн'ы и удовлетворяют условиям (а), то

1 1

lu(x) щх)1 С1 / Ik(x) k(x)1 dx + С2 / Jq(x) q(x)j dx+
о о

1

+ СЗ / If(x) лх)1 dx, (3)
о

2де С1 , С2 , СЗ nоложител'Ьнъtе постоянные, зависящие тол'Ь'К:о от Mj

(j == 1, 2, 3, 4), 'иl и 'и2.
В самом деле, разность z == и и определяется из

L(k,q) Z ==  ep, z(O) == О, z(l) == О, (4)

rде

ер
== L(k,q,f)и L(k,q,j)и == [(k k)и']' (q q)и + (f Л. (5)

Решение задачи (4) представим в виде

1 1

z(x) == / G(x, )ep( )d == J[k( ) k( )] (x, )и'( )d  
о о

1 1

/ G(x,O[q( ) q(O]и( ) + / G(x, )[f( ) Л )] ,(6)
о о

rде C(x, ) функция rрина задачи (1).
Учитывая оценки для функции rрина и решения задачи (1), YCTaHaB 

ливаемые по аналоrии с оценками, найденными в 9 2:

1

I
dG

I
Мl + М3

1
'

1
М5(Мl + мз)

О C(x, )
М1

'

d Ml
' 'иl М5, и

Ml
'

rде

М
М4 + (IU11 + IU21)Мз

+ I I + I I5
М1

и2 иl ,

Получим из (6) неравенство (3).
Неравенство (3) выражает устойчивость решения задачи (1) по отнош!?

НИЮ К изменению коэффициентов уравнения.



2. Принцип ко устойчивостиразностных схем. Переходя к раз 

ностным схемам, естественно требовать, чтобы они обладали также свой 

ством устойчивости по отношению к возмущению их коэффициентов неза 

висимо от природы этоrо возмущения.

Наряду с исходной схемой L k,q,f) рассмотрим «возмущенную» схему

L k,q]),коэффициенты которой А7, Bf, Df, Fi
h
получаются из коэффи 

циентов А7, Bf, Df, Fi
h

с помощью произвольноrо возмущения. В общем

случае это возмущение может быть вызвано искажением коэффициентов
дифференциальноrо уравнения L(k,q.!)u == о, искажением функционалов
Аh['Ф], вh['Ф], Dh['Ф] и Fh['Ф] и поrрешностями, допускаемыми уже при

вычислении самих коэффициентов схемы в точках сетки.

Наряду с задачей (П) мы будем рассматривать задачу

L k,q])Yi== о, О < i < N, Уо == иl, YN == и2. (задача (П))

Для оценки величины искажения коэффициентов мы вводим некоторую

норму, например,
N l

II'Фillз == L l'Фil h .

i==l

(7)

Для оценки решения мы по прежнемупользуемся нормой

II Zilll == шах IZi 1.
O<i<N

(8)

Будем rоворить, что схема L k,q,f) коэффициенто--устойчива, или KO 

устойчива, если в случае сходимости при h -------+ О по норме (7) коэффи 

циентов любым образом возмущенной схемы L k,q])к коэффициентам cxe 

мы L k,q,f)решение задачи (П) равномерно сходится к решению задачи (1)
при условии, что коэффициенты k(x), q(x), f(x) принадлежат некоторому

классу Q(m) (т о).
Иными словами, схема L k,q,J)ко устойчива,если из условий

 h h h h h h
IIAi Ai 11з == p(h), IIBi Bi 11з == p(h), IIDi Di 11з == p(h),

 h h
IIFi Fi 11з == p(h) (9)

следует

Il zilll == IIYi u(xi)lll == p(h). (10)



Из определения видно, что ко устойчивостьсхемы сводится к двум

требованиям:

1) сходимости схемы (!Iy? U(Xi)I!l == p(h) в Q(m) (т О));
2) устойчивости решения разнпстной краевой задачи (П) относительно

возмущения коэффициентов схемы (11Yi Yil11 == p(h)):

IIYi U(Xi)I!l IIYi Yil11 + IIYi u(xi)111' (11)

Для изучения структуры ко устойчивыхразностных схем, принадлежа 

щих исходному семейству, мы специализируем тип возмущения коэффици 
ентов разностноrо уравнения, предполаrая, что оно вызвано возмущением

КОЭффИl ..иентовдифференциальноrо уравнения. Обозначим через k(x, h),
(j(х, h), f(х, h) возмущенные коэффициенты дифференциальноrо ypaBHe 

ния, зависящие от шаrа h разностной сетки Sh. Соответствующие коэффи 

циенты уравнения L k,ij,j)Yi== О равны

 h h h h
Ai

== А [k(Xi + sh, h)], Bi
== В [k(Xi + sh, h)],

h h  h h
Di

== D [q(Xi + sh, h)], Fi
== F [f(Xi + sh, h)].

В частности, в п. 4 мы будем рассматривать возмущения коэффици 
ентов k, q, f на одном интервале сетки в окрестности точки разрыва этих

функций.

3. Ко устойчивостьконсервативной схемы. Покажем, что KOHce 

вативные схемы обладают свойством ко устойчивости.

Рассмотрим сначала решения У? и iliL двух разностных краевых задач:

Lhy
h

== Д (Аh'Vу
h

) Dhy
h

==  p.h
.

h2 ,

О
.

N
h h

< z < , уо == u1, УN
== и2, (12)

 h 1  h h h h  h
Lhy

. == Д (A- 'Vy . ) D. У . ==  p.
h2 ,

0< i < N, yg == 111, Y == 112, (13)

rде Lh и Lh консервативные разностные операторы.

Л е м м а 2. Если ?\'оэффициент'Ы ?\'онсервативн'Ых разностн'ых ypaвHe 

'Нии (12) и (13) удовлетворяют условиям (0:), то справедливо неравенство

Ily? y?111 С1 11 А7 А71!2 + C21!i5? D?112 + СзllFi
h

Fi
h

l!2, (14)
еДе С1 , С2 , СЗ nоложителън'Ые nостоянн'Ые, зависящие толъ?\,о от

nостоянн'Ых Mj (j == 1, 2, 3, 4).



Для доказательства этой леммы достаточно составить уравнение для

разности zf == У? у? 1 после чеrо представить zf с помощью разностной

функции rрина задачи (13) и, применив первую разностную формулу rри 
на, воспользоваться оценками из 9 2 для функции rрина и ее разностноrо

отношения.

Обратимся теперь к вопросу о ко устойчивостиконсервативной схемы

L k,q,J). Для этоrо нужно сравнить решения задач (11) и (П) при усло--

вии, что

 h h h h h h
IIAi Ai 11з == p(h), IIDi Di 11з == p(h), IIFi Fi 11з == p(h). (15)

Лемма 2 применима к консервативной схеме любоrо paHra. Поэтому

будем иметь

Iliif yflll == p(h). (16)

Отсюда в силу неравенства (14) следует, что доказательство ко--устойчи 

вости консервативной схемы целиком сводится к доказательству сходимо--

сти этой схемы в ютассе разрывных коэффициентов, так как

llii
h

ulll lIyh ulll + p(h).

Из теоремы 9 3, п. 6. следует, что консервативная схема L k,q,J)из класса

L(l, О, О) сходится, если

k(X)EQ(1), q(X)EQ(O), f(x)EQ(O).
Тем самым доказана

Т е о р е м а 1. Консервативная разностная схема L k,q,f) nервО20

раН2а является 1\'о устоil"lивоil, если k(x) Е Q(l), q, f Е Q(O) .

В 9 5 будет доказана теорема о ко--устойчивости консервативной схемы

нулевоrо paHra в классе Q(O) (k, q, f Е Q(O)).
Справедливо ли обратное утверждение, т. е. всякая ли ко устойчивая

схема консервативна? Положительный ответ на этот вопрос будет дан в п. 5.

4. Необходимое условие ко устойчивости.Для практическоrо ис 

пользования требования ко устойчивостисхемы найдем необходимое усло 
вие ко устойчивости,которое носит локальный характер и аналоrично необ 

ходимому условию сходимости из 9 3, п. 3.

Пусть L k,q,J) некоторая ко устойчиваясхема типа L(l, О, О). Посколь 

ку речь идет о необходимом условии, то мы можем вести изложение для

нростейшеrо случая схемы L k)первоrо paHra, полаrая q(x) == О и f(x) == О.



Пусть k(x) некоторая функция из Q(m) (т 1), имеющая разрыв в

иррациональной точке == хп + е . h, Хп
== n . h, О < е < 1. Введем функ 

цию k(х, h), совпадающу с k(х) всюду,  KpOMeинтервала (хп , Хп+1), Тоща
(h k) (h k)

коэффициенты Ah == А.' и Bh == В.' БУд'ут совпадать с A == A(h,k) И
1. 1 . 1

Bf == B(h,k) всюду, кроме i == n и i == n + 1.

Поскольку схема L k)по предположению ко устойчива,т. е.

Iljjh ull == p(h),

и имеет первый paHr, то мы находимся в условиях применимости основной

леммы 9 3. Пользуясь выражениями 'Рп и 'Рп+l для схемы L k),приведен 
ными в п. 1, 9 3, получим условие

h h  h h
ВпВп+1

А
п
А
п+1

( )
kп kл

Р h
, (17)

которое тем самым является необходимым условием ко--устойчивости.
В дальнейшем мы будем для простоты считать, что k(х) кусочно--

постоянная функция (k(x) == kлпри х < и k(x) == kп при х  ).
Для задания функции k(x, h) введем произвольную кусочно--непре 

рывную положительную функцию р,*(8), О 8 1, а также функцию

{
kл , 8 О,

р,(8) == р,*(8), 0< 8 < 1,

kп ,
8 1

(18)

и положим

(
Х Хп

)k(x,h) == р,
h

. (19)

Поскольку коэффициент k(x, h) должен удовлетворять условию orpa 

ниченности снизу (k(x, h) М1 > О), то и функция р,(8) подчинена этому

условию.

Функции той же структуры, что и р,(8), В дальнейшем будем называть

функциями типа р,.

Подставляя (19) в условие (17), получим необходимое условие

IЮ 'уСТОЙЧИВОСТИ

В[р,(8)]В[р,(1 + 8)] А[р,(8)]А[р,(1 + 8)]
== О,

kп kл
(20)



rде А[/1] и В[/1] канонические части функционалов A
h

[/1] и Bh
[/1] (индекс

(О) у функционалов А(О) и в(О) мы опускаем).
Потребуем теперь, чтобы условие (20) выполнялось для функции

/1(s) + б. tp(s) (типа /1), rде б ПРОИЗБОЛЬНЫЙ неотрицательный параметр)

{
kЛ ' s O,

tp(s) == tp*(s), 0< s < 1,

О, s 1,

(21)

rде tp*(s) произвольная кусочно--непрерывная неотрицательная функция.
Тоrда будем иметь

B[/1(S) + б . tp(s)]B[/1(1 + s) + б . tp(l + s)]
kп

A[/1(s) + б . tp(s)]A[/1(l + s) + б . tp(l + s)]
О (22)

kл (l+б)
.

учитывая затем разложения

А [/1 + б . tp] == А[/1] + б . Аl [/1, tp] + б . р(б),

В[/1 + б . tp] == В[/1] + б . В1 [/1, tp] + б . р(б),

в силу произвольности б получим из (22):

1 + ,6[/1(S), tp(s)] + ,6[/1(1 + s), tp(l + s)] ==

== a[/1(s), tp(s)] + а[/1(l + s), tp(l + s)], (23)

rде

,6[1 ] ==
Вl и, tp]

[1 ] ==

А1 и, tp]
, tp

B[tp]'
а , tp

А[Л

лоrарифмические ПрОИЗБодные функционалов В[Л и А[Л.



Аналоrично находим

1 + а[/1(8),ф( 1+ 8)] + а[/1(l + 8),ф(8)] ==

== ,8[/1(8), ф( 1+ 8)] + ,8[/1(1 + 8), ф(8)], (24)

rде

{
О,

ф(8) == ф*(8),  1< 8 < О,

kп , 8 О,

8  1,

ф*(8) произвольная неотрицательная кусочно--непрерывная функция.
Тождества (23) и (24) являются также необходимыми условиями

ко устойчивостисхемы L k)и используются в п. 5.

5. Консервативность ко--устойчивой канонической схемы. По--

требуем теперь, чтобы каноническая схема L k)первоrо paHra удовлетво--

ряла необходимому условию ко устойчивостии, следовательно, соотноше 

ниям (23) и (24).
Л е м м а 3. Если въщолнено условие (23), то

,8[/1(8), W(8)] == О, (25)

2де w(8) nроизволъная неоmрицаmелъная 1\,УСО"lно неnрер'btвнаяФУН1\,ЦUЯ

W(8) j=0,  1 8 < О, w(s) == О при 8 О.

Возьмем ступенчатую функцию

{
kЛ ,

Wo (s) ==

О,

8 < О,

S О.
(26)

Учитывая, что wo(l + 8) == О,  1 8 1, находим:

а[/1(l + s),wo(1 + s)] == ,8[/1(1 + 8),W0(1 + s)] == О.

Условие (23) для tp(s) == WO(8) принимает вид:

1 + ,8[/1(8),WO(8)] == a[/1(8),WO(8)]. (27)

Шаблонные функционалы А[!] и В[!] схемы L k)любоrо paHra являют 

ся нормированными иневозрастающими функционалами. Отсюда следует,

что функционалы аи, tp] и ,8[1, tp] положительны по tp и

,В[I, J] == 1, О ,8[1, tp] 1, О аи, tp] 1



для О ер f, О < Е: f (см. леммы 1,3,4, п. 3, 9 1), в частности,

,6[/1(8),WO(8)] О, О 0'[/1(8),WO(8)] 1.

Поэтому (27) справедливо только при

,в [/1(8 ), WO(8)] == О,

О' [/1 ( 8 ) , Wo ( 8 )] == 1.

(28)

(29)

Без оrраничения общности можно считать W(8) WO(8). В силу неотри 

цательности по второму aprYMeHTY функционала ,6[Л, f2] будем иметь

О ,6[/1(8),W(8)] ,6[/1(8),Wo(8)] == О

и, следовательно, ,6[/1(8), W(8)] == О.

Аналоrично доказывается

Л е м м а 3*. Если выполнено условие (24), то

0'[/1(8),Х(8)] == О, (30)

2де Х(8) 1==0 толъ'К:о на интервале О < 8 1, а в осталъно,М является

nроизволъной 'К:УСО"lно неnрерывнойнеотрицателъной ФУН1\,цией.

Л е м м а 4. Если B[f(8)] 1\,анони"lес'К:ий ФУН1\,ционал nервО20 раН2а,

оnределенн'ый для f (8) Е Q(O) [ 1,1], и е20 nерв'ый дифференциал

В1 [f, ер] == ,6и, ер] . В[Л

удовлетворяет условию (25), то ви(8)] не зависит от f(8) при  1 8 < О.

Докажем сначала лемму для функций типа /1. Пусть /10 (8) И

/11(8) == /10(8) + WO(8) две функции типа /1, совпадающие при 8 О И

различные при 8 < О. Введем функцию

/1>. ( 8) == /10 ( 8) + ЛWО (8) ,

rде л произвольное число на отрезке [0,1]. Если предположить, что

В[/10(8)] i= В[/11(8)],

то найдется такое число л == Л, что

д

дл B[/1>.(8)]I>.==x == В1 [/1х(8), WO(8)] i= О

и, следовательно,

,6[/1>.(8), WO(8)] i= О,

что противоречит условию (25) леммы.



Любую функцию f(8) Е Q(O) [ 1,1] (оrраниченную снизу константой

М1 > О) можно представить в виде

f (8) == р,( 8) + w (8), (31)

rде р,(8) произвольная функция вида (18), а W(8) произвольная

кусочно непрерывнаяфункция, отличная от нуля только при 8 < О.

Лемма будет доказана, если мы убедимся, что

B[f(8)] == В[р,(8 )]. (32)

Пусть W6
1 )

(8) И W6
2)

(8) ступенчатые функции вида (26), оrраничивающие
w(8) снизу И сверху:

(1) (2)
О W

o (8) W(8) W
o (8).

Тоrда
f1(8) f(8) f2(8), (33)

rде

f1(8) == р,(8) + W6
1

)(8), f2(8) == р,(8) + W6
2)

(8)

функции типа р" для которых лемма уже доказана, так что

B[fj(8)] == В[р,(8)], j == 0,1.

Так как В[!] неубывающий функционал, то отсюда и из (33) выте---

кает (32).
Аналоrично доказывается

Л е м м а 4*. Если А [J (8)] 'К:анони"lес'К:иiL Фун'К:ционал nервО20 раН2а,

определенный для f (8) Е Q(O) [ 1,1] и удовлетворяющий условию (30), то

он не зависит от зна"lений f(8) при 8 > О.

Обратимся теперь к условию (23).
Учитывая, что tp(1+8) == О при 8 О (tp(8) любая функция вида (21)),

и пользуясь леммой 4, получаем

,6[р,(1 + 8), tp(l + 8)] == О.

Из леммы 4
*

следует, что

a[p,(8),tp(8)] == а[kл,kл ] == 1,

так как р,(8) == tp(8) == kл при 8 О.



В результате формула (23) принимает вид:

,6[/1(8), <р(8)] == а[/1(l + 8), <р(1 + 8)], (34)

rде /1(8) и <р(8) произвольные функции типа (18) и (21).
llокажем, что (34) эквивалентно равенству

В[/1(8)] == А[/1(1 + 8)]. (35)

с этой целью образуем функционал

В[/1(8)]
H[/1(S)] == ln

А[/1(1 + s)]
,

равный нулю в силу лемм 4 и 4* при /1*(s) == /1O(s) == kJr°) == const, и дoкa 

жем, что он равен нулю для любой функции /1(s).
Допустим, что для некоторой функции

/11(S) == /10(8) + <р(8),

rде <p(s) функция вида (21),

H[/11(S)] == Н[/11(8)] H[/1o(s)] =1= о.

Тоrда существует такое значение л == Л, при котором

д

дл
Н[/1л (8)] Iл==Х == ,6 [/1Х(8 ), <р( s)] а[/1х(1 + s), <р(1 + s)] =1= о,

rде

/1л(8) == /10(8) + Л<Р(8), о л 1, <p(s) == kл kJr°) =1= о при s О.

Полученное противоречие с условием (34) и означает, что Н[/1] == о для

любой функции типа /1.

Пользуясь теперь леммами 4 и 4* и представлением (31), заключаем,

что

B[f(s)] == A[J(l + s)],

rде f(s) любая кусочно--непрерывная положительная функция, заданная

на отрезке  1 8 1.

Тем самым доказана

Т е о р е м а 2. Если разностная схема L k)nервО20 раН2а удовлетво 
ряет необходимому условию 1\,о устОЙ"lивости, то она 1\,онсервативна.



В самом деле, условие (36) означает, что

B[k(xi + sh)] == A[k(xi + (1 + s)h)] == A[k(Xi+l + sh)], т. е. Bi == АНl'

Из теорем 1 и 2 вытекает

Т е о р е м а 3. Необходимым и достатО"lНЪtМ условием 'к;о устОЙ"lи 

вости 'К:анони"lес'ICОЙ схе.мЪt L k,q,f) из семейства .с(1, О, О) является 'К:OH 

сервативностъ этой схемы.

5. О СХОДИМОСТИ и точности

После выяснения в 9 4 Toro, что свойством ко--устойчивости облада 
ют только схемы с консервативной канонической частью, мы в 9 5 будем
изучать только консервативные схемы.

В данном параrрафе рассматриваются вопросы о сходимости и точности

консервативных схем L k,q,f) в классах Q(m) разрывных коэффициентов
k, q, f дифференциальноrо уравнения.

При этом используется оценка

IIz
h

l1 1 Mllrp
h

l/ 2 ,

полученная в 9 2, п. 3 (формула (30)) для решения zf задачи (111) с правой
частью rp7. Норма

11",'112 hlt, iYpZI
оказывается весьма эффективным средством для доказательства не только

теорем о сходимости и точности в случае разрывных коэффициентов, но и

при доказательстве теоремы 3 о точности в классе с(т) rладких коэффи 
циентов, так как использование этой нормы позволяет снизить требования
как на paHr n схемы, так и На порядок m класса коэффициентов по cpaBHe 

нию с соответствующей теоремой, доказываемой при помощи неравенства

IIz
h

l1 1 Mllrp
h

l1 1 , IIrp
h

l1 1 ==

О
шах

N
Jrpfl

<1<

(см. 9 2, п. 3, формула (29)).

1. О сходимости консервативных схем в классе разрывных

коэффициентов.
Те о р е м а 1. Любая 'l\,онсервативная схема L k,q,f) нулевО20 раН2а

сходится в 'lCлассе 'lCУСО"lно неnрерывнЪtХ'lCоэффиu,иентов k, q, f Е Q(O).



Для упрощения изложения приведем доказательство теоремы для слу 

чая, коrда имеется только одна точка == хn + Oh (хn == nh, О О 1)
разрыва коэффициентов k(x), q(x) и f(x). Вводя, как обычно, разность

zf == yf и(Xi),
получаем для нее разностную краевую задачу

L(k,q) z':- ==  trJh О < i < N,
zh == О zh == Оh z rz , О , N '

rде

(задача (III))

trJh L(k,q,J)и _ (L(k,q,J)и) -

ri h z z.

Представим правую часть tpf в виде суммы

h  (1)
+

==(1)
+

(2)
tpz tpi tpi tpi'

rде

(2) h1: h 1: {
1' i == j,

tpi ==

tpnUi,n + tpn+l
.

Ui,n+l, di,j ==

О , i =J j,

ep l)==  (D;hlq) qi)иi + (pi(h,q) fi), i =J n, i =J n + 1,

ЧJ I)== ;2 д.(А h,k)\7иi) (kи,) , i =J n, i =J n + 1,

ер?) == ЧJ I)== О, == n, i == n + 1.

Если i =J n, i =J n + 1, то

Pi(h,J) == ph[J(Xi + sh)] == P(O)[Ji + p(h)] + p(h) == fi + p(h)

и, аналоrично,

D;h,q) == qi + p(h),

так что

Ilep l)lll == p(h).

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(5')

(6)
в п. 1, 9 1 было отмечено, что если k, q, f Е Q(O), то и производные

и', (kи,)' решения и(х) задачи (1) также кусочно непрерывны.Поэтому при

i =J n и i =J n + 1 можно написать

(kи').+ l == (kи')i + !!:.(ku') + hp(h),z
"2 2

(kи')i  == (kи')i  (kи') + hp(h),



и, следовательно,

(ku') ==
(kи')i+1/2 (kи')i 1/2

+ p(h). (7)

Поскольку производная и' (х) при х i- непрерывна, то

\i'щ,
( )h

==

иi 1/2+ р h
, если i i- n + 1. (8)

в результате выражение для cp 1)представим в следующем виде:

==(1) ДПi

(h)'Pi h
+ Р , (9)

rде

Пi == (A h,k) ki 1/2)и  1/2+ p(h).

Так как L k) схема нулевоrо paHra, то

(10)

A h,k)== ki + p(h) == ki 1/2+ p(h), i i- n + 1.

Отсюда и из (10) заключаем, что

Пi
== p(h) для всех i i- n + 1. (11)

Для оценки решения задачи (III) воспользуемся полученным в 9 2, п. 3

неравеНС1'БОМ
h h

IIz 111 Msll'P 112' (12)

Поскольку коэффициенты k и q удовлетворяют условиям

0< Мl k(x) М2, О q(x) Мз, (о)

то таким же условиям удовлетворяют и A h,k) и D h,q). Тоrда
МБ == МБ(М1, Мз) есть константа, зависящая только от М1 и Мз.

Подставляя в (12)
h  (1)

+
==(1) +

(2)
'Pi 'Pi 'Р 'Pi'

получим

II'P
h

ll1 Ms{IIcp(1) 112 + 11 (1)112+ 11'P(2)112}'

Учитывая, что II'P
h

Il2 II'P
h

I11, из условия (6) найдем

Ilcp(1) 112 == p(h). (13)



Далее имеем

n 1 N l

11 (1)112 == I: hlПi+l Пll + I: hl(Пi+l Пl) + (пn пn+2 )1+
i==l i==n+2

+ 2hlПn П 1 1 4 шах IПil + p(h). (14)
O<i<N (i,fn+1)

Учитывая затем оценку (11), будем иметь

1I (1)1I2== p(h). (15)
Вычислим норму функции <р(2), определяемой формулой (2):

N l

11<p(2) 112 == h21<p 1+ hl<p + <p +11 I: h h2 1<Pnl + hl<Pn + <Рn+l1. (16)
i==n+2

Необходимое условие сходимости

<Рn + <Рn+l == p(h)

для нашей схемы выполнено, и h<pn == 0(1); поэтому

11 <р(2) 112 == p(h).

Объединяя оценки (13), (15) и (16'), получаем

IIz
h

l1 1 == p(h).

(16')

(17)
2. О точности консервативной схемы.

т е о р е м а 2. Консервативна.я схе.ма L k,q,f) nервО20 раН2а и.меет

в 'К:лассе 'К:УСО"lно неnреръtвн'Ых и 'К:УСО"lНО 2лад'К:их фун'К:ций k, q, f Е Q(l)
nервЪtй nор.ядо'К: mO"lHocmи.

Чтобы убедиться в справедливости теоремы 2, достаточно повторить

доказательство теоремы 1, заменив всюду p(h) через O(h).
т е о р е м а 3. Консервативная схе.ма L k,q,f) втОрО20 раН2а, удовле 

твор.яющая условu.я.м (У. А. 2) втОрО20 nор.яд'К:а аnnро'К:си.мации, и.меет

второй nор.ядо'К: mO"lHocmu в 'К:лассе с(2) 'К:оэффициентов k, q, f.
Однако такая схема имеет, вообще rоворя, первый порядок точности в

Q(m) (при любом m 1).
Если k(x) Е с(2), то

A h,k)== ki 1/2+ hk  1/2(AiO)[8]+ 0,5) + 0(h
2
) == ki 1/2+ 0(h

2
), (18)

так как Ai
O)

[8]  0,5 (условие BToporo порядка аппроксимации

схемы L k)).



Так как существуют производные и
lll

и k", то

(kи, )
,

( kи, )
,

(ku') ==
i+l/2

h

i 1/2
+ O(h

2
),

Дщ/h == и +1/2+ O(h
2
).

Положим <p == <Р?) + <p 2),rде

<p l)==  (D h,q) qi)Ui + (р?Л fi),

 2)== д(А hlk)\7щ)
(k

'

) ==

ДПi
O (h

2
)<pz h2

и Z
h

+ ,

Пi == (A h,k) ki 1/2)и  1/2+ O(h
2
).

Если учесть условие (18), то получим сразу

(19)

Пi
== O(h

2
). (20)

Из условий теоремы следует также, что

D h,q)== qi + O(h
2
), Fi(h,J) == fi + O(h

2
), <p l)== O(h2

). (21)

Обращаясь затем к формуле (12), будем иметь для реmения задачи (III)

IIzhll 1 A15 {11<p(1) 112 + 11<p(2) 112},
причем 11<p(1) 112 == O(h

2
) в силу условия (21).

Воспользуемся формулой (19):
N

11 <р(2) 112 == I:hlПi  П11+O(h
2
),

i=ol

ОТКуда, учитывая оценку (20), получаем

11 <р(2) 112 == O(h
2
),

Т. е. IIzhl11 == O(h
2
), что И требовалось доказать.

С л е Д с т в и е. Консервативная симметри"lНая схема L k,q,J)втОрО20
ра'l-t2а имеет второй nорядо'К: mO"lHocmu в с(2).

В самом деле, такая схема удовлетворяет (У. А. 2.), т. е. всем условиям

теоремы 3.



З а м е ч а н и е. В условиях теорем 2 и 3 можно ослабить требова 

ния дифференцируемости коэффициентов. Теорема 3 сохраняет силу, если

k, q, f Е С(1,1), rде с(1,1) класс функций, первая производная которых

удовлетворяет на отрезке [0,1] условию Липшица. Теорема 2 сохраняет си 

лу, если k, q, f Е Q(o,l), rде Q(0,1) класс кусочно--непрерывных на отрезке

[0,1] функций, удовлетворяющих в интервалах их непрерывности условию

Липшица.

Замечание аналоrичноrо типа относится и к теореме 4.

Т е о р е м а 4. ДЛЯ тО20 "lтобы 'К:онсервативна.я схема втОрО20 раН2а,

удовлетворяюща.я услови.ям втОрО20 nоряд'К:а аnnро'К:симшции, имела втo 

рои nор.ядо'К: mO"lHocmu в 'К:лассе Q(m) (т 2), необходимо и JocmamO"lHO,
"lтобъt она удовлетворяла условиям

'P == 0(1),]
(а2)

(б2 )'P + 'P + 1
== O(h)

] ]

в о'К:рестности тО"lе'К:

 j== xnj + Ojh (xnj == hnj, О ::::;; Oj ::::;; 1, j == 1,2,... ,jo)

раЗРЪtва 'К:оэффициентов k(x), q(x) и f(x).

Заметим, что отличие этой теоремы от аналоrичной теоремы из 9 3 со--

стоит в ослаблении требований paHra схемы и поряд ат класса Q(m) коэ 
фициентов. Доказательство необходимости и в этом случае не представит

труда. Изложение, как обычно, проведем для одноrо разрыва.

Проводя разбиение задачи (III) на три задачи в соответствии с форму 
лами (1) (4),убеждаемся, по аналоrии с п. 1, что

Ilcp(1) 111 == 0(h
2
),

== 1)== ДПi
+ 0 (h2 )'Pz h

' Пi == (A h,k) ki 1/2)и  1/2+ 0(h
2
)

(i =J n, i =J n + 1),

==(1) О'Pi при i == n, n + 1.

Поскольку L k) схема BToporo paHra, удовлетворяющая (У. А. 2), то

A(h,k) == k. + 0 (h2 )  1/2 при i =J n + 1.



Отсюда следует, что

f2i == O(h
2
) для i =1 n + 1.

Пользуясь затем аналоrом неравенства (14)

Ilcp(l) 112 4 шах lf2i l + O(h
2
),

O<i<N, Цn+l

будем иметь 11 (I)112 == O(h
2
).

Если z l)и z l) решения задачи (III) с правыми частями cp l)и, COOT 
ветственно,   1),то формула (12) и оценки для Ilcp(l) 112 И 11 (I)112 дают

Ilz(l) 111 == O(h
2
), IIz(1) 111 == O(h

2
). (22)

Обращаясь к задаче (III) дЛЯ

zi
2 )

== Zi (zP) + z I))
с правой частью

(2) 1: h 1: h

<Pi
==

Ui,n<Pn + Ui,n+l<Pn+l

И учитывая результаты 9 3, п. 3, видим, что условия (а2) и (б2) являются

необходимыми для Toro, чтобы

Ilz(2) 111 == O(h
2
).

Из неравенств

IIz(2)IIl Ms llrp(2)112
и

11 <р(2) 112 h2
1<Pnl + hl<Pn + <Рn+11 (23)

видно, что условия (а2) и (б2 ) являются И достаточными условиями для

BToporo порядка малости функции z(2) и (в силу (22)) функции z. Тем

самым теорема 4 доказана.

Если имеется не один, а конечное число разрывов в точках

 j== Xnj + Oj' h (j == 1,2,... ,jo),

то

Зо

<р(2) == '" <р(2) ,L...J  ,)

з 1



rде
(2) б

h
б

h
<Pi,j

==

i,nj<PnJ + i,nj+1<PnJ +1,

и вместо (16) и (23) мы получим следующую оценку:

ЗО

11 <р;2) 112 :::; : ::=rl<p jIh
2
+ l<p j+ <p j+1lh],

j==l

так как
jo

(2) '" (2)
II<pi 112:::; II<pi,j 112.

j==l

Поступила в редакцию 14 Х 1960
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ОДНОРОДНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ

BbICOKOrO ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ НА

НЕРАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ

А. Н. Тихо'Нов) А. А. Са.марс-к;ий

(Мос-к;ва)

Среди однородных разностных схем, соответствующих краевым зада 

чам для дифференциальноrо уравнения

L(p,q,J)и == [
dU

] q(x)u + f(x) == О, 0< х < 1, (1)dx р(х) dx

М2 р(х) М1 > О, О:::;; q(x) :::;; Мз,

с кусочно непрерывнымикоэффициентами (р, q, f Е Q(O)), содержится точ 

ная схема [1, 2]. Эта схема позволяет определить сеточную функцию, COB 

падающую с точным решением краевой задачи на произвольной HepaBHO 

мерной сетке

SN(XO == О, Х1,... ,Xi,... ,xN
== 1, hi

== Xi Xi 1),

В настоящей работе строятся схемы любоrо (наперед заданноrо) поряд 

ка точности на неравномерных сетках.

Все названные схемы имеют вид

L(p,q,f) y . ==  д(
\lYi

) Dhy
. + фhh Z

пi hiA?
Z Z Z ,

== 0,5(hi + hi+1), ДУi == \lYi+1 == УН1 Yi.

(2)

Индекс h, стоящий наверху, является условным обозначением зависи 

мости коэффициентов от сетки.



Разностные схемы (2) в случае равномерной сетки (hi
== h == l/N,

i == 1,2, . . .

, N) принадлежат семейству однородных трехточечных КОН(;Р-Р---

вативных схем [2, 3]. Это же утверждение остается в силе при COOTBeT 

ствующем обобщении понятий однородности и консервативности схем на

неравномерные сетки.

Схемы повышенноrо порядка точности оказываются особенно полезны 

ми в ряде практически важных случаев, например, при решении ypaB 

нения (1) с кусочно--постоянными коэффициентами, имеющими большое

число точек разрыва, при решении систем аналоrичных уравнений и при

решении уравнений теплопроводности и диффузии в виде

== L(p,q,J)u.

1. Точная схема на неравномерной сетке

1. П о с т р о е н и е т о ч н о й с х е м ы

Рассмотрим первую краевую задачу для дифференциальноrо уравнения

L(p,q,J)и == О, 0< Х < 1, и(О) == /ll, и(l) == /l2. (3)

Пусть SN == {Xi} некоторая разнос'l'Нам сетка, получающаяся в

результате разбиения отрезка О Х 1 на N частей точками

Хо==О, Xl"",Xi""'XN==l.

в каждой точке Xi имеется два шаrа (левый и правый) разностной сетки,

hi == Xi Xi l И hi+l == Xi+l Xi,

вообще rоворя, не равные друr друrу. Обозначим

== 0,5(hi + hi+l)

средний шаr сетки в точке Xi. Характеристикой локальной HepaBHoMeJr

насти сетки может служить отношение

Дi ==
hi+l hi

==

hi+l + hi

0,5(hi+l hi )

Если разностная сетка равномерна, то Дi == О.



Мы будем всюду в дальнейшем предполаrать, что на любой последова 

тельности сеток SN выполнено условие

hi+1
О < С1 :::;

Т
:::; С2 , (Н)

rде С1 и С2 положительные постоянные, не зависящие от сетки.

В дальнейшем мы пользуемся обозначением

h* == шах hi .

O<i N

Покажем, что решение уравнения (3) на любой сетке SN удовлетворяет

соотношению

U(Xi) == PihU(Xi l)+ Q  U(Xi+1)+ R7, (4)

rде pi
h

, Q7, R7, коэффициенты, выражающиеся с помощью некоторых

функционалов, зависящих от сетки SN (или Sh), точнее, от двух параметров

hл и hп .

Возможность соотношения (4) очевидна, так как решение дифферен 
циальноrо уравнения BToporo порядка в интервале (Xi l,Xi+1) полностью

определяется заданием значений искомой функции на концах этоrо интер 

вала.

В статье [1] точная схема (4) была построена на равномерной сетке.

Рассмотрим уравнение (3) на интервале (Xi l,ХН1) и введем местную

систему координат, связанную с точкой Х == Xi, положив

X==Xi+ (S 6.i), l:::;s:::;l,

или

Х == Xi +  s, rде Xi == Xi  6.i'

Отрезок [Xi l,ХН1] отображается на отрезок 1 :::; s :::; 1, причем точке

Х == Xi соответствует точка s == 6. i . Уравнение (3) принимает вид

* 
d

[
1 dИ

] 2 2 
L и == п q(s) ==  пf(s),

ds p(s) ds
(5)

rде

и(s) == U(Xi + пi(S 6.i )) и Т. д. (6)

Индекс i, которым следовало бы снабдить все функции в (5) и шаr п,
мы опускаем.



Общее решение уравнения (5) на отрезке [ 1,1] имеет вид

и(8) == CVl(8, п) + DV2(8, п) + fi2V3(8, п),

rде С и D произвольные постоянные, Vl (8, п) и V2(8, п)
независимые решения однородноrо уравнения

L*и == О,

V3(8, п) некоторое решение неоднородноrо уравнения (5).
Определим функции Vl, V2 И VЗ С помощью условий

Vl ( 1, п) == О,
р( 1)  l( 1, п) == 1,

}1 dV2
v2(1, п) == О,

( )
 (1,п) ==  1,

р 1 d8

vз( l,fi)== О, vз(l,fi) == О.

линейно--

(7)

(8)

Функции Vl, V2, V3 в дальнейшем будем называть шабло'Н'Нъши ФУ'Н'К: 
чиями. Они являются функционалами коэффициентов Р(8), q(8) И ](8) И

параметрически зависят от п.

Полаrая в (6) 8 ==  1и 8 == 1 и учитывая условия (7) и (8), находим

С
и(l)

vl(l, п)'
D==

и( l)
V2( 1, п)

и, следовательно,

V2(8, п) Vl (8, п) 2
и (8) ==

V2 ( 1, п)
и ( 1) +

Vl (1, п)
и ( 1) + fi V3 (8, п). (9)

Отсюда видно, что нормировка функций Vl и V2 произвольна. Положив

в (9) 8 == 6., получаем соотношение

и(6.) == phи( 1)+ Qhи(1) + Rh
,

коэффициенты KOToporo

ph ==  2( ;, )== Рn[р(8), q(8), 6.],

Qh ==  ll  ::i== Qn[p(8), q(8), 6.],

R
h

== fi
2
v3(6., п) == R

n
[p(8), q(8),1(8),6.]

(10)



являются функционалами от р(s), q(s),1(s) на отрезке 1 :::; s :::; 1, завися 

щими от двух параметров: li и 6. или от hл и hn , rде

(h h )
л

hn hл
п == 0,5 л + п, L.). 0,5

li

Чтобы получить разностную схему, вернемся к исходному переменно--

му Х, положив

Х Xi
S == 6.i +

и учитывая (6). Полученные при этом значения шаблонных функций будем
(i)

обозначать через vk(s,li), k == 1,2,3. Соотношение (10) примет вид (4), rде

pi
h

== Pn[P(Xi + s ),q(Xi + s ),6.i],

Q? == Qn[p(Xi + s ),q(Xi + s ),6.i],

R? == Rn[P(Xi + s ),q(Xi + s ),f(Xi + s ),6.iJ.

(11)

(12)

(13)

Из построения схемы (4) ясно, что решение разностной краевой задачи

Yi == PihYi l+ Q?Yi+l + R?, о < i < N, Уо == J.ll, YN
== J.l2, (14)

совпадает с решением исходной задачи:

Yi == и(Xi), i == 0,1,... , N,

в узловых точках произвольной сетки SN'

2. Н е к о т о р ы е с в о й с т в а ш а б л о н н ы х Ф у н к Ц и й

Для дальнейших исследований нам понадобится ряд свойств шаблон 

ных функций Vl (s, п) и V2(S, п).
л е м м а 1. Если q(s) О, то шаблонная Фун'К:'Ци.я, Vl(S, п) nоло;жи 

тел'Ьна в интервале  1< s :::; 1, а V2(S, п) > О в интервале  1:::; s < 1.

Это очевидное утверждение следует из Toro, что при q(s) о все соб 

ственные значения первой краевой задачи для оператора L* положительны.

По этой же причине Vl и V2 линейно независимы.



Лемма 2. Шаблонные Фун'К:'Циu V1(S,n) u V2(S,n) удовлетворяют
соотношениям:

1) v1(1,n)==v2( 1,n), (15)

2) V1 ( 1, п) V1 и ,п) V2 ( ,п) ==

А 1

== п
2 {V2( ,п) / 71(S)V1(S, п) ds + V1( ,п) / 71(S)V2(S, п) ds }, (16)

 1 А

если 71(s) О.

Заметим, что условие (15) выражает nрин'Циn взаимности для обык 

HOBeHHoro дифференциальноrо уравнения. Это условие следует из второй

формулы rрина:

1

/ (V1 .c*V2 V2 .c*V1) ds == p(ls)
 1

( ) 1
1

dV2 dV1
v1

ds
v2

ds 1

== о.

Чтобы получить формулу (16), проинтеrрируем уравнение .c*V1 == о

по s от 1 до  ,а уравнение .c*V2 == о по s от до 1 и воспользуемся

условиями (7):

(
1 dV1

) 2 /
А

=d
== 1 + п 71V1 ds,

р s
s==A

 1

(
1 dV2

) 2

/
1

= == 1 п QV2 ds.
р ds s==A

А

Формула rрина дЛЯ V1 и V2 на отрезках 1 :::; s :::; и :::; s :::; 1 дает

(17)

 (V2V  v1v )ls==A== (V2V  v1v )ls== 1==v2( 1,n),
(V2V V1V )IS==A == (V2V V1 V )IS==1 == V1 (1, п).

Сравнивая эти выражения, получим

V2( ,п) . (
dV1

) V1 ( ,п) . (
dV2

) == V1 (1, п).
р ds s==A Р ds s==A

После подстановки сюда выражений (17) мы приходим к формуле (16).



Все эти рассуждения сохраняют силу для кусочно непрерывнойфунк 
ции 15(8), так как в точках ее разрыва выполняются условия сопряжения

(
dVk

) == (
dVk

) , (Vk)л == (Vk)ш k == 1,2,
Р d8

л Р d8
п

rде индексы л и п соответствуют левому и правому предельным значениям.

Нетрудно показать, что функция rрина сп(8, t) оператора L* дЛЯ пер 

вой краевой задачи выражается просто через шаблонные функции щ и V2:

[
Vl(8,h)V2(t,h)

Vl( l п)
,

G1i
(8,t)==

'

щ(t, n)V2(8, п)
vl(l,n)

,

8 < t,

8> t,

если учесть, что

 (V2V  VIV;)==Vl(l,n) ==v2( 1,n).
Р

3. К о н с е р в а т и в н о с т ь т о ч н о й с х е м ы

Опираясь на свойства шаблонных функций, установленные в п. 2,

преобразуем точную разностную схему к виду (2).
Преобразование удобнее сначала проводить с уравнением (11), которое

в силу (15) можно записать в виде

и(l) и( ) и( ) и( 1)
V2( ,п) Vl ( ,п)

Vl (1, п) Vl ( ,п) V2( ,п)
и( )==  п2

Vl (1, п)vз( ,п)
.

Vl ( ,n)V2( ,п) Vl ( ,п)vз( ,п)
с помощью (16) отсюда исключается Vl(l, п). Чтобы записать COOTBeT 

ствующее разностное уравнение в точке Х == Xi сетки, мы должны положить

и(8) == U(Xi + 81'4), 15(8) == P(Xi + 81'4)
и т. д., rде Xi == Xi 1'4 i.Заменяя щ на Yi, записываем точную схему в

виде

L(P,Q,f) y ' == (
 Yi '\7Yi

) D': .

У
. + ф': == О ( 18 )h ",. h . Bh h .Ah ,

,
"'L  +1 i i



rде

h  iAi
==

hi
Vl (6. i ,  ),

h i
Bi

==

h
V2(6.i,  ),

Hl
(19)

Дi 1

J
i

J
i

Df == q(Xi + S )Vl(S, )ds + h q(Xi + S )V2(S, )ds,
hiAi hH1Bi

 l Дi

(20)

Фf == ( Df+ hi f+ hH Bf) .  Jз(6.i, ). (21)

Л е м м а 3. ТО"lная, разностная схе.ма L ,q,f),оnредм.я,е.мая фор,м,ула 
,м,и (18) (21), 'К:онсервативна, т. е.

h h i

( )
Нl

( )Bi
== AH1 или  V26., li == Vl 6., li .  +l

В самом деле, обозначим
i i
Vk(X, п) == Vk(S, п), Х == Xi + s , Xi == Xi  6.i'

Hl i

По определению, функции V1 (Х, п) и V2(X, п) удовлетворяют условиям
i+l i
V1 (Xi,  +1)== О, V2 (XHl, п) == О,

(22)

Щ l' ( ) X X'H .

i+1 i

Применяя вторую формулу rрина к функциям V1 (х, п) и V2(x, п) на

отрезке Xi Х XHl, получим

(
Hl

)d::
X X,

X

J
i+l

{
Hl i i Hl

}О == V1 L(p,q)V2 V2L(p,q) Vl dx ==

Xi

i i+l ХНl

i+1 1dV2 i 1dV1
== Vl V2  ==

pdx pdx
Xi

1 i 1 Hl
== V2(Xi, ) Ji.

V1 (XHl,  +1),
'''i+l '''i



т. е.
i i+l

 V2(Xi, )==  +1V1 (ХНl,  +1) или hH1Bf == hHIA?+l'
U'l'куда и следует, что Bf == Af+l'

Консервативность схемы L ,q,f)означает, что ее можно записать в виде

L(P,q,j) y -

==  д(
VYi

) D!: .

У
_ + фh

h
hiAf

.

Нетрудно при этом заметить, что коэффициент А? зависит только от

шаrа hi == Xi Xi lИ не зависит от  ,т. е. от hi+l.
В самом деле,

/; -

-

1
i

h ''i
Ai ==

hi

V1 (Xi, )==
hi

V1 (Xi),

i

rде V1 (X) решение уравнения L ,q)Vl == О С начальными данными

i

V1

I 1
р dx X==Xi l

.

4. Т о ч н ы е к р а е в ы е у с л о в и я т р е т ь е r о р о Д а

i

V1 (Xi l)== О,

Рассмотрим теперь краевую задачу TpeTbero рода. Для простоты будем
считать, что условие TpeTbero рода задано только при Х == (), а на "раном

конце Х == 1 по--прежнему задано условие первоrо рода:

L(p,q,f)u == О, 0< Х < 1, р(10) и'(о) О'и(О) == J.Ll, и(l) == J.L2. (23)

Найдем точное разностное краевое условие при Х == О, которому удовлетво--

ряет любое решение задачи (23).
Введем местную систему координат 8 == x/hl В точке Х == О. По аналоrии

сп. 1. введем на интервале 0< 8 < 1 шаблонные функции Vi(8, h 1 ), V2(8, h1 ),
vз (8, h1 ) С помощью условий

.c*vi == .c*V2 == О, .с*vз == 7(8), (24)

vi(O, h1 ) == О,

v2(1, h1 ) == О,

vз(О, h1 ) == О,

1 dvi
15(0) d;(0,

h1 ) == 1,

1 dV2

15(1) d;(1,
h1 ) ==  1,

vз(l, h 1 ) == О.

(25)



Общее решение уравнения .С*и(8) == hi7(8) представляем в виде

V2(8,hl) vi(s,hl) 2 *
и(8)==

v2(0,h 1 )
и(0) +

vt(1,h1 )
U(1) + h1Vз(8, hl), (26)

Потребуем, чтобы эта функция удовлетворяла условию

1 dU

hllJ(O) ds
(О) аи(О) == J.ll. (27)

Подставляя (26) в (27) и учитывая условия (25), видим, что

и(О) == аlи(1) + bl,
rде

а, { 1 + h, [<7112(o, h,) + h, 1 1I(8)V, (8, h,) d8] }
 ,

,

(28)

[
hl dvз ]bl == h1 J.ll

р(О) ds
(О, h1 ) al V2 (О, h1 ).

Возвращаясь к исходной переменной Х == sh, получаем точное краевое

условие в виде

ио
== alUl + b1 , (29)

rде

ио == и(О), Щ == U(Xl), Xl == h1 ,

al и b1 определяются по формулам (28), в которые подставлены

71(s) == q(sh1 ), Р(8) == p(8h1 ), 7(8) == f(8h1 ).
Таким образом, решение краевой задачи

LC;:,q,f)Yi == О, 0< i < N, Уо == аlУl + ы1, YN == J.l2, (30)
rде Lc;:,Q,J) точная схема из п. 3, совпадает в узловых точках разностной
сетки с решением задачи (23): Yi == U(Xi)'

Краевому условию

и'(l)
р(l)

+ аи(l) == J.l2 (31)

соответствует точное краевое условие

иN
== a2UN 1+ Ь2 , (32)



rде

", { 1 + hN [u!i;(S, hN) + hN1 q(1+ shN)!i;(s, hN ) dS] }
 l

,

(33)

[ hN d N

]
N

b2==hN J.l2 
Р(1)d8

vз(0,hN) a2Vl(0,hN ),

vl (8, hN) шаблонная функция, определяемая на интервале 1 < 8 < О

условиями при 8 ==  1,а VЗ(8,hN ) условиями vз == О при 8 ==  1и 8 == О.

Индекс N означает, что начало местной системы координат взято в точке

XN == 1.

5. То ч н а я с х е м а L .л

Если q(x) == О, то все шаблонные функции и, следовательно, функцио--
налы Аh

и фh вычисляются с помощью квадратур.

Точная схема L J)имеет вид

L(Р.лу . ==  д(
VYi

) + ф (34)h
1'4 hiAf

Р

rде
о

Af==  :Jl(O,h) == Jp(Xi+ 8hi)d8==  iJ p(x)dx, (35)
 1 Xi l

о t

Фf == Fi
h
+ д ( J P(Xi + thi ) [] f(Xi + 8hi ) d8] dt), (36)

1  0,5

Xi+l/2

Fi
h

== J f(x) dx (Xi 1/2== Xi 0,5hi).

Xi 1/2
В самом деле,

(37)

8

Vl(8, h) == Vl(8) == J Р(8) d8,
 1

1

V2(8, h) == V2(8) == J Р(8) d8,
8



1 t

V3(S, h) == V3(S) == {! p(t) [! j(л) dл] dtVl(S) 
 l  l

s t

Vl (1) ! p(t) [! j(л) dл] dt} Vl 1)'
 l  l

Отсюда следует, что

h
1

{
1

Фi ==

14 hi+l A7+l
Xi

Xi+l Х

! р(х) [! f( ) ]dx 

Iч ?] р(х) [] fЮ d{] ах} (38)
Xi l Xi l

Представим Ф7 в виде суммы rлавной части Fih и консервативноrо

( «диверrентноrо») добавка

Xi l

h h
1  h

Фi == Fi +

14
ДFi .

Для этоrо слаrаемые в фиrурных скобках в формуле (38) запишем так:

ХНl Х Xi+l ХНl/2

A ! р(х) [ ! f( )d ] dx == A ! р(х) [ ! f( ) +
 +l  +l

Xi Xi l Xi Xi l

Xi Xi+l/2 Xi+l Х

+ ! f d ]dx == hi+l ! f dx + A +l! р(х) [! f ]dx;
ХНl/2 Xi l Xi ХНl/2

Xi Х Xi 1/2 Xi Х

 7! р(х)[! f ]dx==hi ! fdx+  7! р(х) [ ! f ]dx.
Xi l Xi l Xi l Xi l Xi 1/2

В результате получаем выражение (36) для фh. Второе слаrаемое в (36)
в классе достаточно rладких функций р(х) и f(x) имеет второй порядок
малости при h* -------t о:

Ф7 Fi
h

== O(h*2) (h* == IIhillo == шах hi ).
l<  N

Если положить f == о, то мы получаем наилучшую каноническую схему
о

А7 == ! p(Xi + shi ) ds,
 l

которая является точной схемой для уравнения L(p)u == О.

L(P) . L(P,O) . !д (
VYi

)h Y h Y 
14 hiА7

' (39)



6. О п р е Д е л е н и е ш а б л о н н ы х Ф у н к Ц и й

в общем случае при q(x) Ф О шаблонные функции нельзя непосреk

ственно выразить с помощью квадратур. Однако, в силу аналитичности

vl (8, /i), V2 (8, /i), vз (8, /i) относительно /i2, естественно эти функции искать

в виде разложения по степеням /i2:
00

Vj(8,/i) == LV?)(8)/i2k , j == 1,2,3.
k==O

Для коэффициентов разложения v)k) (8) получаем уравнения

d

[
1 dV(O)

] о j==1,2;
d8 15(8) d: ==,

d

[
1 dv O)]ds 15(8)

== 1(8),

d

[
1 dV

j ] (k l)

d8 1'(8) d )  q(8)Vj (8), j 1,2,3, k 1,2,...

(40)

(41)

со следующими дополнительными условиями:

vik)( l)== v k)(1)== v k)(::I::1) == О, k == 0,1,2,...,

1 dv(O) 1 dv(O)

15( 1) d ( 1)
== 1,

15(1) d (1) ==  1, (42)

d (k) d (k)

 ( 1)==  (1)== О, k == 1,2,...d8 ds
Отсюда находим

s

vi
O)

(8) == 1 15(t)dt,
 1

1

V O)(8)== 1 15(t)dt,
s

s t

vik)(s) == 1 15(t) [1 q(л)vik l)(Л)dЛ]dt, k== 1,2,...,

 1  1

1 1

v k)(8)== 1 15(t) [1 q(л)v k l)(л)dл] dt, k == 1,2,...,
s t



1 t

V k)(S)== ViO (l){ViO)(S) / P(t)[/ ,jk)(()d(] dt 
 1  1

s t

vi
O)

(1) / p(t) [/ ",,(k) (() d(] dt},
 1  1

rде

",,(O)(s) == 1(s), ",,(k)(s) == q(s)v k l)(s)при k == 1,2,...

2. Разностные схемы BbIcoKoro порядка точности

1. У с е ч е н н ы е раз н о с т н ы е с х е мы

в 9 1, п. 6, было получено разложение в ряд по степеням !i2 шаблонных

функций Vj(s, !i), j == 1,2,3, с помощью которых вычисляются коэффици 
енты точной схемы.

Если в разложении

00

Vj(s,!i) ==  vY)(s)!i2k, j == 1,2,3,
ko=O

оrраничиться конечным числом слаrаемых и взять в качестве шаблонных

функций полиномы

(1)

m

п)m)(s,!i) ==  vy)(s).!i2k ,

ko=O

(2)

то мы получим разностную схему

L(P,Q,f) y . ==  д(
\lYi

) D'! .

У
. + ф'!

h t
1'4 hiA?

t t t , (3)

коэффициенты которой А?, D?, ф? вычисляются по тем же формулам,
что и коэффициенты А?, D?, Ф? точной схемы с заменой функций Vj(s,!i)
полиномами п)m) (s, !i).

Построенную таким образом разностную схему будем называть yce"leH 

нои разностнои схемои т 20раН2а.

Последующее изложение посвящено выяснению порядка точности yce 

ченной схемы.



2. С р а в н е н и е реш е н и й раз н о с т н ы х з а Д а ч

Сравним решения двух разностных краевых задач:

1

(
\lYi

) h h
LhYi =="j;'"".6. Di Yi ==  Фi'

/1-i hiAi

1

( \lYi )  h  hLhYi ==

1>.

.6. Di Yi
==  Фi'

'''i hiA?

о < i < N, Уо == J.tl, УN
== J.t2, (4)

о < i < N, Уо == J.tl, YN
== J.t2, (5)

коэффициенты которых удовлетворяют условиям

о < М1 ::;; А? ::;; М2 ,

о ::;; Df ::;; Мз ,

 h
О < М1 ::;; Ai ::;; М2 ,

 h
О ::;; Di ::;; Мз ,

(6)

rде М1 ,
М2 ,
МЗ положительные постоянные, не зависящие от сетки.

Нетрудно по аналоrии с [3], rде рассматривалась равномерная сетка, по--

казать, что разностная функция rрина оператора Lh (или Lh) оrраничена:

о ::;; Gik ::;; М (7)

и имеет оrраниченные первые разностные отношения

1
I G'+ l k с. kl м

h
1., 7., -.....;;::: ,

Нl

1

I G' k+l  G'kl М
h '1., 'l., -....;;::: ,

k+l (8)
i,k == 0,1,2,...,N 1,

rде М положительная постоянная, не зависящая от сетки.

Воспользуемся обозначениями

i==l

N

IIФII == I: IФilhi,
i==l

(9)IIФllо == тах IФil,
O i N

rде Фi любая сеточная функция.

N l

IIФlil == I: IФil ,

02рани"lены, то

л е м м а 4. Если выполнены условия (6) и, r;;poMe тО20, ф?, J.tl и J.t2

I
.6. Yi

I ::;; М, i == О, 1,2, . . .
,

N 1,
hi+l

2де М nОЛО;)ICителъная постоянная, не зависящая от сет'К:и.

(10)



В самом деле, решение задачи (4) определяется с помощью разностной

функции rрина:
N l

'" h Gi1 GiN l
Yi == GikФk

. !ik А1h J.t1 AN h J.t2,

k==l
1 N

(11)

N l

b"Yi
== L

Gi+1,k Сц Ф . !i
hi+1

k==l
hi+1

А СН1,1 Gi,l А Gi+1,N 1 Gi,N l
1 J.t1 N J.t2.

h1 hi+1 hNhi+1
(11')

Разностная функция rрина

{
ai!3k
 ,

aN
Gik ==

!3ak i
,

aN
rде ai и !3i решения уравнения

LhVi === О

i < k,

(12)
i> k,

с условиями

ао == О,
1 ь"ао

A 
== 1, !3N == О,

b,,!3N l
==  1.

AN hN
(13)

Отсюда следует, что

1

(СН1,1 Сц) ==
ь"ао b,,!3i

===
A b,,!3i

=== 0(1)
h1 hi+1 h1 aN hi+1 aN hi+1

и, аналоrично,

1

h. h
(Gi+1,N 1 Gi,N l)== 0(1).

ъ+1 N

Поэтому из формулы (11') следует оrраниченность b"Yi/hi+1'
Л е м м а 5. Если выnолненъt условия ле.м.мъt 4, то

h  h h h h h
Ily 11110 M{IIA А Ili + IID D 111 + IIФ Ф 111}, (14)

2де У решение зада"lи (4), 11 решение зада"lи (5), М nоло;ж.ителъная

постоянная, не зависящая от сет'К:и.



Для доказательства леммы составим уравнение для разности Z == Yi Yi:

Lhzi
==

{(фf Фf) + д (( lf) ;:; )  (п Щ)у;}  Ф,

Zo == ZN == О.

Отсюда находим
N l

h  h h  h
Zi == /ikGik{ (Dk Dk)Yk + (Фk Фk)} 

ko:l

N l

( )Gi,k+
h

l Gi,k 1 1 b.Yk
 .hk+l

ko:O
k+1 AZ+1 A"Z+1 hk+l

'

так как

N l N l

Gikb.Vk == (Gi,k+1 Gi,k) .

Vk+l (Gik
== О при k == О,..., N).

io:l ko:O

Чтобы получ тьнеравенство (14), надо воспользоваться оrраниченностью

функций Yi, Gik и их первых разностных отношений.

Обращаясь теперь к точной и усеченной разностным схемам, в силу

леммы 5 будем иметь

(т) (т) (т) (т)

11 у
h

'Ullo м{IIA
h А hllI + IID

h
D hl1 1 + Ilфh Ф hI1 1 },

(m)h
а У решение разностной

(15)

rде и == и(х) решение исходной задачи,

краевой задачи

(I} ,q,J)(у)7 == о, 0< i < N,

(m)h (m)h
У О

== J.tl, У N
== J.t2,

(т)
rде L  ,q,J) усеченная схема (3) m ropaHra.

Чтобы оценить поrрешности в коэффициентах схемы, стоящих в правой
части формулы (15), необходимо оценить разность

Vj(s, /i) пjm)(s, /i) == /i2m+2(VJm+l)(s) + /i
2 VJm+2)(s) +...) ==

== /i
2m+2

njm+1) (s, /i). (17)

(16)



3. О ц е н к а о с т а т о ч н о r о ч л е н а в раз л о ж е н и и

шаблонных функций

Обратимся теперь к доказательству оrраниченности при любом m О

функций
00

п;т+1) (8, п) == 2:: v;m+1+k) (8 )/i
2k

,

k==O

j == 1,2,3, m О.

(18)

Сначала покажем, что для ni
m+1)

(8, п) и п т+1)(8,п) выполняются

неравенства:

о п(m+1) ( п) М
[х(1 + s)]2m+l

"1 s,,,

(2т + 1)!
'

О п(m+1) (s п) м
[Х(1 s)]2m 1

"2 ,,,

(2т + 1)!
'

(19)

rде х == VМ2МЗ, М некоторая положительная постоянная, зависящая

только от М1 , М2 И Мз.
В самом деле, учитывая условия (41) (42), 9 1, дЛЯ VY)(8), получаем

d

[
dп(m+1)

]d8 Pt8)  8 == q(8)п;m)(s,/i),

(т+1)
п(m+1) ( 1 п) ==

dП1
( 1 п) == О1 ,

ds
' ,

Отсюда находим

п(m+l)
п(m+l) ( 1 п) ==

d 2
( 1 п) == О2 ,

ds'
.

s t

пi
m+1) (8, п) == / p(t) [/ q(л)пi

m)
(л, п) dл] dt,

 l  l

1 1

п m+1)(8, п) == / p(t) [/ q(л)п m)(л, п) dл] dt.

s t



Учитывая затем условия M1 :::; Р :::; ]1;12, q :::; Мз, будем иметь

s t

Пl
m+1)

(8, п.) :::; х
2 J J Пl

m)
(л, Ii) dл dt,

 l l

1 1

п m+1)(s, Ii) :::; :и
2 J J п m)(л, Ii) dл dt.

s t

(20)

Нетрудно показать, что дЛЯ
(О)П
j (s, Ii) == Vj(s, h)

справедливы оценки вида

(О)П1 (8, Ii) :::; Мх(l + 8),
(О)

) )П2 (s,1i :::; М:и(1 s . (21)

Из (20) и (21) следует (19).
Обратимся теперь к функции

VЗ(8, Ii) == п m)(s,h) + 1i2m+2п m+1)(8,h)) (22)
rде

m

п m)(8,h)== Lv k)(8)1i2k
k==O

полином степени т относительно ( == 1i2 .

Вводя функциюrрина

!
Vl (8, Ii)V2(t, Ii)

fi Vl (1, Ii)
,

G (s,t) ==

щ(t, Ii)V2(8, Ii)
vl(l,li)

,

8 < t,

(23)

8> t,

представим решение краевой задачи

L*VЗ == l(s), vз(::I::1, Ii) == О

в виде

1

Vз(8, Ii) == J Gfi(s, t)l(t) dt.

 l

Учитывая затем, что функция l/Vl (1, Ii) аналитична в некоторой об.-

ласти 1(1 :::; (О комплексноrо переменноrо ( == 1i2
,
нетрудно убедиться в

(т+1)
аналитичности функции ПЗ (s, Ii) для достаточно малых Ii :::; ho. Отсюда

(24)



следует ее оrраниченность:

Iп m+1)(s, 1i)1 м, Ii ho, (25)
rде М положительная постоянная, не ::!fl.RИСЯЩа.я ни от Ii, ни от номера т.

Таким образом, оценка вида (25) имеет место для всех шаблонных фун 

кций.

4. Т о ч н о с т ь у с е ч е н н о й с х е м ы

Для Toro чтобы определить точность усеченной схемы, т. е. оценить

(т)

норму 11 yh ull1, найдем сначала величину поrрешности, допускаемой при

замене шаблонных функционалов

Ah[p(s), q(s), д], фh[р(s), q(s), ](s), д], Dh[q(s),p(s), д]
(т) (т) (т)

точной схемы функционалами А h, D h, Ф h
усеченной схемы.

Рассмотрим сначала разность

(т) Ii
A
h

А
h

== h[v1 (д, Ii) пi
m)

(д, Ii)] == 1i
2m+2пi

m+1)
(д, Ii). (26)

Из оценки предыдущеrо пункта, а также из условия (Н) (9 1, п. 1/)
следует, что

(т)
IA

h А hl M(h*)2m+2, (27)

rде М положительная постоянная, не зависящая ни от сетки, ни от т.

(т)
Разность D

h
D

h
представим в виде

д
(т) 1i2m+2

[/Dh D h
==

VI(д,li)
q(s)пim+1)(s,li)ds 

 1

п(m+1) (д Ii)
/
Д

( ) ]
1i2m+2

[/
1

()1

()

,

q(s)п1

m

(s, h) ds +
(д Ii)

q(s)п2

m+1
(s, Ii) ds 

П
1

m

(д, Ii) V2 ,

 1 Д

(т+1)
)

1

]П\ )
(д, Ii

/ q(s)п m)(s, h) ds. (28)
п2
m

(д, Ii) д

В силу оrраниченности снизу р(х) М1 > О имеем

щ(д, h) М1 О, п)m) (д, h) М1 > О, j == 1,2.



Учитывая затем, что

[2\т+1) ( 8 /i) М
J ' '" О (j == 1,2), q:::; Мз,

получаем

ID
h (r)hl :::;

4МоМз
(h*)2m+2 == М. (h*)2m+2. (29)

М1

(т)
Аналоrично поступаем и при оценке поrрешности фh Ф h, rде

фh == (/i2Dh
+ V1( 'h) + V2( 'h) ) vз(д, h),

(m)h ( 2(m)h 1 1

) (т)Ф == /i D +
()

+
()

П
З (д, h).

п
1

m

(д, h) п2

m

(д, h)

в результате приходим к оценке типа (27) или (29):
(т)

Iфh Ф hl :::; М. (h*)2m+2, h*:::; ho. (30)

При этом коэффициенты 15(8), q(8) И ](8) являются произвольными

кусочно непрерывнымифункциями.
Из (27), (22), (30) и леммы 4 следует

Т е о р е м а. Усе"lенная разностная схема т 20раН2а (т О) иMe 

ет (2т + 2) йnорядо'К: mO"lHocmu при IIhl11 == h* О в 'К:лассе Q(O)
'К:УСО"lно неnрерывных Фун'К:ций р(х), q(x), f(x) на любой nоследователъ 

ности разностных сето'К:, удовлетворяющих условию

hi+1
О < С1 :::;

Т
:::; С2 , (Н)

иными словами,

II(ТY)h ullo :::; MllhI16
m+2

, Ilhll o :::; ho, (31)

2де С1, С2 ,
М и ho nоло ителъныепостоянные, не зависящие ни от

номера т, ни от выбора сет'К:и.

З а м е ч а н и е 1. Теорема сформулирована для первой краевой зада 

чи, однако может быть распространена и на случай третьей краевой задачи

(п. 5).
З а м е ч а н и е 2. Простейшей усеченной схемой является схема нуле 

Boro paHra, обеспечивающая второй порядок точности в классе Q(O) дЛЯ

любых сеток, удовлетворяющих (Н).



Ее шаблонные функционалы определяются формулами
д

(О) !i

J
o!i

А [P(s)] ==

h 15(s) ds == vi )(Д)h'
 1

д 1

(О) 1

J (О) 1

J (О)
D[P(s), q(s), д] ==

(О) q(s)v1 (s) ds + (О) q(s)v2 (s) ds,
v

1 (д) v
2 (д) 1 Д

(Oh ( 2(0) 1 1

) (О)Ф [P(s), q(s), 1(s), д] == !i D +
(О)

+
(О)

v
з (д),

v1 (д) v
2 (д)

rде
д 1

vi
O)
(д) == J 15(s) ds, v О)(д)== J 15(s) ds,

 1 Д

(О) 1
vз (д) ==

(О)
v

1 (1)

(32)

(33)

(34)

{
1 t Д t

}. v °JrtJ.)1 1'(t) 7(л) dл] dt v O)(1)1 1'(t) 7(>.) dл] dt .

(О) (О)
При этом функционалы А и D не зависят от h, т. е. являются каlIОIIИ 

ческими (см. [1, 2, 31).

Рассмотрим теперь краевое условие 3 roрода

и' (О)
lu ==

р(О)
аи(О) == J.t1

и соответствующую краевую задачу

L(p,q,f)u == О, lu == J.t1, и(l) == J.t2. (36)
В п. 4, 9 1, было показано, что точное краевое условие при х == О имеет вид

1

Уl УО

[
h1

J
(О)

]lhY== h  Yoa+ h q(sh1 )V2(S,h1 )ds ==711'
h 1 А1

А
1

О

h1 dvз h (О)
J.tl == J.t1

р(О) ds
(О, h 1 ), А1

== V2(0, h1),

5. У с е ч е н н ы е раз н о с т н ы е к р а е в ы е у с л о в и я

(35)

(37)

(38)



Заменяя в (37) шаблонные функции V2(8, hl) и Vз(8, hl) полиномами

п m)(8, h 1 ) и п;(m) (8, h 1 ) степени 2т относительно п, получим усеченное

рюностное краевое условие m ropaHra
m m

lhY == Jil'
Нетрудно убедиться в том, что

m m

"Дl "Дl == O(h m+3), lhU lhU == O(h m+2).
Отсюда следует, что решение разностной краевой задачи

m (p,q,f) m m

Lh Yi==O, O<i<N, lhY==Jil' YN==J1,2,
m (p,q,f)

с усеченной схемой Lh и усеченным краевым условием m ropaH 

ra имеет точность (2т + 2) roпорядка относительно решения краевой

задачи (36).
Усеченное условие нулевоrо paHra имеет вид

Уо
== V!Yl + ryl,

rде
hl Х

1

Vl == {1 + h1 A1 [и + h1 11 q(x) (1P( )d )dx]} ,

о о

hl

А1 == :1 1 р(х) dx,
о

h1 Х

'Т/1
== [J1,1 h1 11 р(х) U f( )d )dx] hA1 V1'

О О

Это условие можно заменить эквивалентным ему по точности, но более

простым условием:

V1 == {1 + h1Po(и + 0,5hqo)} 1, 'Т/1 == hpOVl(J1,l 0,5hqo).

Поступила в редакцию 3.03.1961
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РАЗНОСТНАЯ ЗАДАЧА
ШТУРМА ЛИУВИЛЛЯ

А. Н. Тихо'Нов, А. А. CaMapcr;;ии

(Mocr;;Ba)

Решению задачи Штурма Лиувиллядля уравнения

L(k,q)u + лr(х)и == О, О < х < 1, L(k,q)u == [k(x)
du

] q(x)u(x) (1)
dx dx

методом конечных разностей посвящен ряд работ. В статьях [1 3]paCCMaT 
ривались вопросы сходимости и точности в классе rладких коэффициентов
для разностных схем частноrо вида.

В данной работе мы используем однородные разностные схемы, изу 

ченные в [4], для решения задачи Штурма Лиувилляв классе разрывных

коэффициентов Q(m). В 9 1 дается постановка задачи и характеристика

исходноrо семейства разностных схем. В 9 2 доказывается сходимость раз 

HocTHoro метода. В 9 3 с помощью априорных оценок устанавливается по 

рядок точности в Q(m,l) решения разностной задачи при h О. Показано,
что разностная схема

L k,q,)"r)y== (аух)х dy + лру,

rде.

[/
0

ds

]
1

а ==

k(x + sh)
,

 l

0,5

d== / q(x+sh)ds,
 0,5

0,5

Р == / т(х + sh) ds,

 0,5

обеспечивает второй порядок точности в классе разрывных коэффи 
циентов.



1. Разностная краевая задача

1. З а Д а чаШ т у р м а Л и у в и л л я

Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение (1) с OДHOpOДHЫ 

ми краевыми условиями

k(O)u'(O) О"lи(О) == о, k(l)u'(l) + 0"2и(1) == о, (2)

rде 0"1 И 0"2 некоторые постоянные.

Задача Штурма Лиувилля,или задача на собственные значения, со--

стоит в отыскании таких значений параметра л (собственных значений),
при которых существуют нетривиальные решения (собственные функции)
задачи (1) (2),а также в отыскании собственных функций.

В дальнейшем мы будем всюду предполаrать, что коэффициенты,
входящие в уравнение (1) и условия (2), удовлетворяют условиям

О < С1 :::; k (х) :::; С2, О < С2 :::; r (х) :::; С4, О:::; q (х) :::; СБ,

0"1 о, 0"2 о, 0"1 + 0"2 > о,

rде Cj (j == 1,... , 5) некоторые постоянные.

Если k(x) имеет разрыв первоrо рода в точке х == (о < < 1), то в

этой точке должны выполняться условия сопряжения (непрерывность и(х)
и k(x)u'(x)):

(3)

[и] == о, [ku'] == О при х ==  , (4)

rде

[!] == fп fл, fл == f( о), fп == f( + о).

Задачу, определяемую условиями (1) (4), мы в дальнейшем будем
называть задачей (1).
Мы будем пользоваться следующими обозначениями:

Qm[ll' [2] класс функций, кусочно--непрерывных на отрезке [ll, [2]
вместе со своими производными до т roпорядка включительно;

Q(m,')')[ll,l2] (о :::; , :::; 1) класс функций из Q(m) [ll,l2], т eпроиз 
водные которых удовлетворяют на интервалах их непрерывности условию

rёльдера порядка ,;

е(т) [ll, [2] как обычно, класс функций, имеющих т юнепрерывную

производную.



Задача (1), как известно, эквивалентна вариационной задаче:

1) в классе кусочно rладкихфункций сравнения <р(х), удовлетворяющих
условиям

1

Н[<р] == J '112 (х)т(х) dx == 1,

О

k(O)<p'(O) 0'1'11(0) == о, k(l)<p'(l) + 0'2'11(1) == о,

найти минимум функционала

1 1

D[<p] == J k(x)(<p')2 dx + J q(x)<p2(x) dx + 0'1'112(0) + 0'2'112(1). (5)
О О

Этот минимум определяет первое собственное значение

Л1 == min D[<p] == D[щ];

2) остальные собственные значения лn (n > 1) находятся как мини 

мум функционала (5) в классе кусочно rладкихфункций сравнения <р(х),
удовлетворяющих дополнительным условиям:

1

Н[<р] == 1, Н[<р, ит] == J <р(х)ит(х)т(х) dx == О при т < n,

О

k(O)<p'(O) 0'1'11(0) == о, k(l)<p'(l) + 0'2'11(1) == о,

rде ит (х) собственная функция номера т. Этот минимум определяет n e

собственное значение

лn == min D['P] == D[un]

и достиrается на n й собственной функции иn (х ).
Задача Штурма Лиувилля(1) для кусочно--непрерывных коэффици 

ентов k, q, r Е Q(O) имеет счетное множество собственных значений

Л1 Л2 ... лn ..., которым соответствуют собственные функции

и1(Х), и2(Х),"" иn(х),... (см. [5]).
Укажем некоторые известные [5] свойства собственных функций и

собственных значений.



1. КаЖДОI\IУ собственному значению соответствует только одна

собственная функция.

В самом дел ,пrЩЛ;П()JЮЖИМ, что >'п соответствуют две собственные

функции ип(х) и ип(х). Тоrда их линейная комбинация

ип(х) == ип(О)ип(х) Uп(О)Пп(х)

удовлетворяет условию ип(О) == О И также является собственной функцией,

соответствующей >'п. Из условия

k(O)u'(O) О'1ЩО) == о

для 0'1 ::/= 00 получаем и'(О) == О. Отсюда следует, что ип(х) = О.

В случае условия первоrо рода (0'1 == 00) можно выбрать

ип(х) == и (O)ип(X) u (О)Пп(Х)'

Поэтому можно писать >'1 < >'2 < . . . < >'п < . . .

2. Собственные функции {ип (х)} образуют ортоrональную и нормиро--

ванную с весом т(х) систему:

Н[ип , ит] == о при т::/= n, Н[ип] == 1.

3. Все собственные значения положительны: >'п > О, n == 1,2,...

4. Собственные значения >'п 00 при n 00, точнее,

2 \ 2

С6n Лп С7n , (6)

rде с6 и С7 положительные постоянные, не зависящие от номера n и

зависящие только от Cj (j == 1, . . .

, 5).

5. Собственные функции и их первые производные оrраничены, точнее,

lип(х)1 < С8, lu (x)1 c ACgn, (7)

rде С8 и Cg положительные постоянные, зависящие только от

Cj (j == 1,.. .

, 5).

Для случая k, q, r Е с(2) доказательство (7) дано в [51. Это доказатель 

ство с некоторыми изменениями переносится и на случай k, q, r Е С(1).



х

Введем новую переменную t == J т(х) dx. Torдa уравнение (1) примет
о

вид
d

[
dU

]dt
k(t)

dt
q(t)u + Ха == О, о < t < l, (1')

rде

1

k(t) == k(x)r(x), q(t) == q(x)/r(x), u(t) == и(х), l == 1 т(х) dx.

о

Умножим уравнение (1') на u'(t) и проинтеrрируем от О до t:

t

k(0)[u'(0)]2 + лu
2
(0) == k(t)[u'(t)]2 + Xи

2
(t) 2 1 quu' dt1. (8)

о

Интеrрируем еще раз по t от О до l и учитываем, что

1

1 u
2
(t) dt == 1,

о

1

1 k(t) [u'(t)]2 dt Л,

о

1 1 1 1
1/2

211 dt(1 quu' dt1 ) I 2l .

С5 (1 [и 2
dt 1[u'(t)]2 dt])

о о о о

2lc5
 VЛСIОVЛ. (9)
СIСЗ

В результате будем иметь

k(0)[U'(0)]2 + лu
2
(0)

2

l

л
+ ClOY>-. (10)

Возвращаясь теперь к (8) и учитывая неравенства (9) и (10), получаем

k(t)[U'(t)]2 + лu
2
(t) :::;

2

l

л
+ ClOY>-.

Отсюда и из (6) следуют оценки (7).



Задача (1) эквивалентна интеrральному уравнению с симметризуемым

ядром:
1

и(х) == л J С(х,  )T( )и( )d , (11)
о

rде C(x, ) функция rрина оператора L(k,q) с краевыми условиями (2), а

также интеrральному уравнению

1

и(х) == J Со(х,  )(лr( ) q( ))u( )d1.,
о

(12)

rдe Co(x, ) функция rрина оператора L(k)u == (kи,)' с краевыми усло--

виями (2).

2. О б о з н а ч е н и я

Рассмотрим на отрезке [О, 1] разностную сетку

Wh == {хо == О, . . .

, xi == i . h, . . .

, хN
== N . h == 1}.

Сеточную функцию Yi, заданную на Wh, в дальнейшем будем обозначать

у или у(х) в тех случаях, Коrда это не вызовет недораэумений. Условимся

также писать

(+1) ( 1) ( 1) (+1)
у == Yi+1, У == Yi 1, ух

== (У У )/h, Ух == ( У y)/h.

Пусть V некоторая сеточная функция, заданная на Wh. Введем обозна 
чения

N 1 N 1 N N

(y,v) == L YiVi h , [y,v) == L YiVih , (y,v] == LУiщh, [y,v] == LYiVih .

i='1 i=,O i='1 i=,O

Мы будем пользоваться следующими нормами:

Ilvllo == тах IVi[, Ilvlla == [Ivla, 1р/а (О' == 1,2),
"'h

Ilvllз h l hVkl,
IIvII4 == Ilvllз + I(v, 1)1 + IVol' h + IVNlh.

(13)

(14)



Может оказаться, что функция v определена не на всей сетке, а на ее

части. Например, функция Ух определена в точках Xi для i == 1,2,... , N, а

функция Ух для i == О, 1,2,..., N 1. В этом случае

IIYxllo ==

O  NIYx,il, IIYxlla == (/Yxl
a

, l]l/а,

IIYxllo ==

O 8fNIYx,il, IIYxlla == [IYxl
a

, 1)1/а.
(7 == 1,2.

Мы будем также писать

[У, 'Ф] == (У, 'Ф) + Уо171 + YN172, (15)

rде 'Ф функция, заданная в точках Xi, i == 1; 2,... ,
N 1, если формально

полаrать h'Фо ==171, h'ФN ==172.
Разностный оператор

(ai+1(Yi+1 Yi) ai(Yi Yi l))
h2

при помощи введенных обозначений запишется в виде (аух)х.
Нам понадобятся в дальнейшем:

1) формула суммирования по частям:

[Y,Vx ) ==  (V,Yx]+ (YV)N (yv)o; (16)

2) разностные формулы rрина:

(+1)
((аух)х, v) ==  (a,yxvx]+ (aYxv)N ( а Yxv)o, (17)

((ayx)x,v) == ((avx)x,y) + aN(yxv YVx)N a1(Yxv YVx)o' (18)

На выводе этих формул ввиду ero элементарности мы не останавливаемся.

Условимся обозначать p(h) любое выражение, равномерно сходящееся к

нулю при h О.

Все постоянные, не зависящие от h, будем обозначать буквой JvI, не

указывая, как правило, их структуру и зависимость от друrих постоянных.



3. Раз н о с т н ы е с х е м ы

При построении разностной схемы для решения задачи (1) мы исполь 

зуем результаты работы [4]. Введем обозначения

(k Л ) I I ( k q лr )L ,q, r
и == (ku) qu + лrи, L

h
"

У == (аух)х dy + лру.

(k q лr)
Будем предполаrать, что Lh

"

есть однородная консервативная схема

стандартноrо типа [4]. Ее коэффициенты а, d и р выражаются с помощью

шаблонных функционалов

Ah[f(s)], f Е Q(O)[ l;O]; Dh[f(s)], f Е Q(0)[ 0,5;0,5];

Rh[f(s)], f Е Q(O) [ 0,5;0,5],

определенных в классе Q(O) (f Е Q(O)), через коэффициенты k, q и r диффе 
ренциальноrо уравнения (1). Каждый коэффициент схемы зависит только

от одноrо коэффициента дифференциальноrо уравнения (схема CTaHдapT 

Horo типа):

а == Ah[k(x + sh)],  1:::;s :::; о; d == Dh[q(x + sh)],  0,5:::;s :::; 0,5;

р == Rh[r(x + sh)],  0,5:::;s :::; 0,5.

(Зависимость коэффициентов а, d и р от h в обозначениях явно не указы 

ваем. )
В качестве исходноrо семейства схем мы рассматриваем консервативные

схемы, поскольку, как показано в [4], неконсервативные схемы

L (k,q) ЬУх аух
h У

==

h
dy

не дают сходимости в Q(m).
В классе rладких коэффициентов схему L  k,q)можно преобразовать в

консервативную схему

L(k,q) L (k,q)
( ) d

h Yi
== J.Li h Yi == а Ух x,i iYi,

rде
i l

П
bk

J.L' t

ak+l
'

k==l

ai == ЩJ.Li, di == diJ.Li

(см. [4]).



 (kq)
Если схема Lh

'

имеет т й(т == 1,2) порядок аппроксимации

и k(x) Е е(т+1), то J1i
== 1 + O(h

ffi

). Отсюда следует, что все результа 

ты, получаемые в дальнейшем для k(x) Е C(m+l), q,r Е е(т), переносятся

и на неконсервативные схемы.

Заметим, что в работах [1 3]изучались только дискретные схемы част 

Horo вида (например, а == k(x h), а == k(x 0,5h), d == q, р == т(х)), а в [3],
кроме Toro, дискретные схемы четвертоrо порядка в е(т).

Разностная схема L k,q,>..r) характеризуется поrрешностью аппрокси 

мации в классе дифференцируемых коэффициентов

7jJ == L k,q,>..r)u L(k,q,>..r)u,

rде и любая достаточное число раз дифференцируемая функция.
При изучении сходимости и точности мы будем иметь дело с поrрешно--

стью аппроксимации на решении и(х) уравнения (1).
В [4] было введено понятие р а н r а ш а б л о н н ы х Ф у н к Ц и о н а

л о в. Если все шаблонные функционалы имеют paHr т (т == 0,1,2), то

(k q >..т)
мы rоворим, что Lh

"

является схемой ffi ropaHra. Требование опреде 

ленноrо порядка аппроксимации приводит к некоторым условиям (мы их

не выписываем), которым удовлетворяют шаблонные функционалы и их

дифференциалы по h и по функциональному aprYMeHTY. Из свойств шаб 

лонных функционалов, которые выполнены для схем всех paHroB, начиная

со схемы нулевоrо paHra, укажем два свойства:

а) A
h
[l] == Dh

[l] == Rh
[l] == 1 (условие нормировки),

б) функционалы Ah[J], Dh[J] и Rh[J] являются неубывающими:

Ah
[/2] Ah[/l], если 12 Л, и т. д.

Кроме Toro, мы предполаrаем, что Dh[J] и Rh[J] линейные функци 
оналы.

Отсюда и из (3), в частности, следует, что коэффициенты а, d и р yДOB 

летворяют условиям

о < Cl а С2, О < Сз Р С4, О d СБ, (19)

rде Cj (j == 1,... , 5) постоянные, входящие в условие (3).



в качестве исходноrо класса разностных схем L k,q,).,T) мы будем
рассматривать в 9 2 схемы нулевоrо paHra.

В 9 3 рассматривается также принадлежащее исходному классу ce 

мейство разностных схем 2 ropaHra, удовлетворяющих условиям BToporo

порядка аппроксимации (см. [4]). Мы будем называть ero и с х о Д н ы м

с е м е й с т в о м с х е м в т о р о r о пор я Д к а.

Если шаблонные функционалы являются каноническими, т. е. не зави 

сят от параметра h, то разностная схема называется к а н о н и ч е с к о й.

Две схемы называются э к в и в а л е н т н ы м и поп о р я Д к у а п

про к с и м а Ц и и (точности), если они имеют одинаковый порядок ап 

проксимации (точности). Нетрудно убедиться в том, что любая схема т ro

paHra эквивалентна своей канонической части [4], т. е. схеме с канониче 

скими шаблонными функционалами А(О), D(O) и R(O), которые являются

rлавными членами в разложении Аh, Dh
И Rh

по h.

Отсюда следует, что все изложение можно вести для канонических схем.

Дадим более детальную характеристику свойств канонических шаблон 

ных функционалов А[Л, D[J] и R[J].
Линейные канонические функционалы D[J] и R[J], удовлетворяющие

условиям а) и б), имеют любой сколь уrоДНО большой paHr.

Канонический функционал А[Л, являющийся, вообще rоворя, нелиней 

ным, имеет т йpaHr, если, помимо условий а) и б), он удовлетворяет еще

двум требованиям:

в) А[!] есть однородный функционал первой степени, т. е.

А[с!] == сА[Л,

rде с любое положительное число;

r) А[!] имеет т йдифференциал, так что, в частности, можно написать

А[l + 8. J] == 1 + р(8) (если IfI М)

А[l + 8. fJ == 1 + 8А1 и] + 8р(8)

А[l + 8. J] == 1 + 8А1 и] + 82А2 и] + 8
2
р(8)

при т == О,

при т == 1,

при т == 2,

rде р(8) О при 8 о, А1 [!] линейный функционал, А2 [!] KBaдpa 

тичный функционал.



Необходимые условия т roпорядка аппроксимации схемы L k,q,).,T)
имеют вид (k, q, r Е с(т) [О, 1])

а == k(x) + O(h
m

), d == q(x) + O(h
m

), р == т(х) + O(h
m

),

х == х 0,5h, т == 1,2. (20)

Любая каноническая схема l ropaHra удовлетворяет этим условиям при

т == 1.

Каноническая схема 2 ropaHra удовлетворяет условиям (20) при т == 2,
еслИ

А1 [s] ==  0,5, D[s] == О, R[s] == 0,5. (21)

Нетрудно показать, что для любой симметричной схемы 2 ropaHra

условия (21) выполнены.

4. Раз н о с т н а я к р а е в а я з а Д а ч а

Прежде чем формулировать разностный аналоr задачи (1), мы долж 

вы сформулировать разностные краевые условия, соответствующие усло--

виям (2).
Рассмотрим rраничный оператор

[(1)и == k(O)u' (О) 0'1 и(О)

и ero разностный аналоr

 (1)
lh У ==

а1Ух,0 О'lУО'

Нетрудно показать, что оператор li
1 )

имеет только первый порядок ап 

проксимации. В самом деле, пусть L k) схема 2 ropaHra, удовлетворяю--

щая условиям (21) BToporo порядка аппроксимации, так что

а == k(x 0,5h) + O(h
2
) для k Е с(2).

Тоrда будем иметь

а1 == k(O) + 0,5hk'(0) + O(h
2
),

их,о == и'(о) + 0,5hu"(0) + O(h
2
),

l 1)и [(1)и == 0,5h(ku')'lx=0 +O(h
2
) == 0,5h(q(0) лr(О))и(О) + O(h

2
),

rде и(х) решение уравнения (1).



Отсюда следует, что разностный оператор

l l)y== а1Ух,0 О'lУ + 0,5hлr(0)уо, rде 0'1 == 0'1 + 0,5hq(0),

имеет второй порядок аппроксимации в классе решений уравнения (1).
Этим же свойством обладает оператор

l 2)y== aNYx,N + 0'2YN 0,5hлr(1)УN' rде 0'2 == 0'2 + 0,5hq(1),

соответствующий оператору

l(2)u == k(l)u'(l) + 0'2и(1).

Разностную задачу Штурма Лиувилля формулируем следующим

образом.
Требуется найти такие значения параметра л

h
(собственные значения),

которым соответствуют нетривиальные решения (собственные функции)
однородноrо уравнения

(aY?iJx dy + лhру == О в точках Х == Xi, i == 1,2,..., N 1, (22)

с однородными краевыми условиями

ЩУх,о О'lУо + hлhроуо == О, aNYx N + 0'2YN hлhРNУN == О,
,

(23)

rде

РО
== 0,5т(0), PN == о,5т(1), 0'1 == 0'1 + 0,5hq(0), 0'2 == 0'2 + 0,5hq(1),

а также найти эти нетривиальные решения (собственные функции).
Коэффициенты задачи удовлетворяют условиям

о < С1 :::;: а :::;: С2, О < Сз :::;: Р :::;: С4, о:::;: d :::;: С5, 0'1 О, 0'2 О,

0'1 + 0'2 > О. (24)

Условия сопряжения, аналоrичные условиям (4), в окрестности разры 

ва коэффициента k отсутствуют, так как мы рассматриваем однородные

схемы, не предусматривающие явноrо выделения точек разрыва коэффи 
циентов уравнения (1) (схемы сквозноrо счета).

Разностную краевую задачу (22) (24) мы в дальнейшем называем

задачей (П).



5. Раз н о с т н а я в а р и а Ц и о н н а я з а Д а ч а

Пусть У и лh собственная функция и соответствующее собственное

значение задачи (П). Полаrая в формуле (17) v == У и пользуясь усло--

виями (23), находим

л
h DN[Y]

HN[Y]'
(25)

rде

DN[Y] == [а, Y ]+ O'lY + 0'2У;'" (y == (ух)2),

HN[Y] == [р,у2], РО
== 0,5т(0), PN == 0,5т(1).

(26)

(27)

Пользуясь формулой rрина, нетрудно убедиться в том, что разностная

краевая задача (П) эквивалентна вариационной задаче:

1) найти минимум функционала DN['P] в классе сеточных функций 'Р,

удовлетворяющих условиям

al'Px,o O'l'Po + hDN['P]Po'Po == О,

aN'Px,N + 0'2'PN hDN['P]PN'PN == о, HN['P] == 1;

при этом

л == DN[Yl] == minDN['P]

есть наименьшее собственное значение, а Yl соответствующая собствен 

ная функция задачи (П);

2) найти минимум DN['P] в классе функций сравнения, удовлетворяю-

щих условиям

нN['P] == 1, НN['P, Ут] == [Р'Р, Ут] == О для т == 1,2, . . .
,
n 1,

al'Px,o O'l'PO + hDN['P]Po'Po == О,

aN'Px,N + 0'2'PN hDN['P]PN'PN == О,

rде У собственная функция номера т; при этом

minDN['P] == DN[Yn] == л 

есть n eсобственное значение, а Уп(Х) ero собственная функция.



6. И н т е r р а л ь н о е с о о т н о ш е н и е

Рассмотрим разностную функцию rрина Gh(x,  ), определяемую из

условий:

(aG'!. ) dGh ==
8(т,  )

х
х

h
' {

1, x== ,
rде 8(x, )==

О, х =1=  ,

аl G ,o 0'1G == О, aNG ,N+ 0'2G == о.

Вводя функции a
h
и {3h решения однородноrо уравнения

(aY:iJx dy == О,

удовлетворяющие начальным условиям

h
1аl а О ,

х,

h h
Оаl ах,о

О"lао
== ; aN{3'2 N ==  1,

х, aN{3 N+0'2{3 == О,
,

представим по аналоrии с [4] функцию rрина в виде

{
ah(x){3h( ),

Gh.(x, )==

ah( ){3h(x),

х < ,
(28)

х > ,

rде
1 1

 ==a + =--[1 + (d,a
h

)] == (3 + =--[1 + (d,{3h)] == const.
0"2 0"1

Отсюда сразу следует симметрия функции rрина

Gh(X, )== Gh( ,x).

По аналоrии с [4] нетрудно показать, что Gh
и ее разностные ПРОИЗВОk

ные G и G оrраничены:

о G
h
< М1 , IIG llo М2 , IIG llo М2 ,

rде M1 и М2 положительные постоянные, не зависящие от h.



Если d == О, то a
h
и (Зh имеют вид

, 

1
х  x

h
ah(x) == + L ( ' )

'

СТl а х
x' h

h 1 h
{З (х) == +

( ' )
'

СТ2 а х
х' x+h

== ! + ! + (1, ] .

СТl СТ2 а

Если при этом (Тl == О, то ah(x) == 1, == 1.

В дальнейшем нам понадобится лемма.

Л е м м а 1. Пустъ G (x, ) Фун'К:'Ция rpUHa разностНО20 оператора

(aY?iJx с 'К:раев'Ым,и условиями (23), а Go(x, ) фун'К:'Ция rpUHa дифферен'Ци 
аЛЪНО20 оператора (ku')' с условиям,и (2). Если k(x) Е QO и Ila klll== p(h),
то IIG Goll o

== p(h), 2де p(h) О при h О.

в самом деле, замечая, что

Ila
h aOllo == p(h), II{Зh (з°llо == p(h),

rде
х

О
1

J
dt

а (х) ==

СТl
+

k(t)
'

о

1

О 1

J
dt

(З (х) ==

СТ2
+

k(t)
'

х

находим

IIG Goll o :::; Mlla kl1 1
== p(h),

так как Go определяется той же формулой (23), в которой a
h
и {Зh заменены

функциями а
О
и (ЗО.

Пользуясь второй формулой rрина (18), нетрудно убедиться в экви 

валентности разностной задачи Штурма Лиувилляразностному аналоrу

интеrральноrо уравнения

У == лh[Gh, ру], (29)

которое с помощью замены

'Р(х) == Jр(х) у(х), Kh(x, О == Jp(x)p( )Gh(x, )

сводится к уравнению

'р == лh[кh, 'Р] (30)

с симметричным ядром Kh(x,  ).



Если воспользоваться функцией rрина G оператора L k),то вместо (30)
получим уравнение

у == [G ,(>..hp d)y],

rде do
== 0,5q(0), dN == 0,5q(1), ро

== 0,5т(0), PN == 0,5т(1).

(31)

7. С в о й с т в а с о б с т в е н н ы х Ф у н к Ц и й и с о б с т в е н н ы х

значений

Разностная задача Штурма Лиувилля(П) является чисто алrебраиче 
ской задачей. Поэтому не представляет труда доказательство следующих

у т в е р ж Д е н и й:

1) существует N вещественных собственнъtх зна"lении л ,л , . . .

,
л ,

'К:оторы,м, соответствуют собствеННЪtе Фун'К:'Ции Уl, У2,... , YN;

2) 'К:аждо,м,у собственно,м,у зна"lению соответствует толъ'К:о одна соб 

ственная Фун'К:'Ци'я' (до'К:азываетс'я' та'К: же, 'К:а'К: и для зада"lи (1) в n. 1),
,h ,h ,h ,h.

та'К: "lmo ,м,ожно наnисатъ Лl < Л2 < ... < л
n
< '" < Л

N
'

3) все собственные зна"lени,Я, nоложителъны (это следует из (25));

4) собственн'ые Фун'К:'Ции образуют ортО20НМЪНУЮ и нор,м,ированную

с весо,м, Р систему:

{
О, т n,

HN[Ym,Yn] == [РУт,Уn] ==

1, т == n;

5) м1n
2

:::; л :::; м2n
2

(n == 1,2,... , N), (32)

2де М1 и М2 nоложителън'ые nосто,Я,ннъtе, не зависящие ни от h,
ни от n.

л е м м а 2. Пустъ Уn, л естъ n янор,м,ированная собственная ФУН'К: 
'Ция и n eсобственное зна"lение зада"lи (П). ТО2да Фун'К:'Ции Уn и (Уn)х
равно,м,ерно 02рани"lеНъt:

Jlynllo :::; Мlnl/2, II(Yn)xllo:::; М2nЗ/2 (33)

2де Мl и М2 постоянные, не завиС'я'щие от h и от n.

Пусть х и х' любые две точки сетки I.JJh. Рассмотрим два очевидных

тождества:
s==x э==х

у2(х) у2(х')== L (y2(s))x. h== L [y(s) + y(s h)]yx(s) . h, (34)
э==х'+h э==х'+h



8=x h

(а(х)ух(х))2 (а(х')ух(х'))2 == L h[(a(s)Yx(S))2]x ==

8=Х'

s=x h

== L (a(s)yx(s))x. [a(s)yx(s) + a(s + h)yx(s)] . h ==

s=x'

8=x h

L (d(s) лhр(s))[а(s)ух(s) + a(s + h)yx(s)] y(s) . h,
s=x'

(х > О, х' > О) (35)
(индекс п пока опускаем).

Из условия нормировки [р, у2] == 1 следует, что существует по крайней

мере одна точка х', в которой р(х')у2(х') :::;: 1 и, следовательно, у2(х') :::;: l/сз.
Применяя для преобразования правой части (34) неравенство Коши 

Буняковскоrо и учитывая (32), получим

у2(х) :::;: + [р, у2] 1/2. (а, y ]
1/2

:::;: +
2уЩ

:::;: Mfn. (36)
сз УС1СЗ

х
СЗ УС1СЗ

Далее, из условия (а, yi] :::;: л
h
следует, что существует такая точка х',

в которой

а(х') yi (х') :::;: лh,

т. е.

(а(х') УХ (х'))2 :::;: С2лh.

Пользуясь затем неравенством Коши Буняковскоrодля преобразования
правой части тождества (35) и учитывая (25) и (32), будем иметь

y (x):::;:
С2

лh + 2 f!;
5 С5

(л
h )1/2 + 2JC2C4

(л
h)З/2 :::;: мiпЗ

. (37)х
с
2

Сз с
2 с21 1 1

Из неравенств (36) и (37) в силу произвольности х следуют оценки (33).
Оценки (33) являются более rрубыми по сравнению с оценками (7) для

задачи (1). Однако, чтобы не усложнять изложение, мы не будем занимать 

ся их уточнением, тем более что для наших целей в этом и нет необходи 
мости.

Условие нормировки HN[Y] == 1 определяет собственную функцию у
с точностью до знака. Для однозначноrо определения собственной функ 
ции надо ввести дополнительное условие выбора знака. В случае KpaeBoro



условия при х == О BTOpOrO или TpeTbero рода можно для этоrо потребовать,
чтобы у(О) > О, а в случае KpaeBoro условия первоrо рода (у(О) == О) потре 

бовать, чтобы Ух,О > О. Аналоrичный выбор знака может быть проведен и

дю:! t:uбственных функций и(х) исходной задачи (I). В дальнейшем изло 

жении нормировка собственных функций наряду с условиями НN[Y] == 1 и

Н[и] == 1 будет включать и выбор знака указанным выше способом.

2. Сходимость решений разностной задачи

Сходимость собственных значений и собственных функций разност 

ной задачи (П) к собственным значениям и функциям исходной задачи

Штурма Лиувилля(I) при N 00 (h О) была доказана Курантом [1]
для простейшей схемы а == k(x h), d == q(x), р == т(х) в классе rладких ко--

эффициентов. В этом параrрафе мы, пользуясь методом Куранта, докажем

сходимость для задачи (П) в классе кусочно--непрерывных коэффициентов
(k, q, r Е Q(O)).

Нами будет доказана следующая теорема.

т е о р е м а 1. Если схема L k,q,).,r) имеет нулевой раН2, то решение

(л ,уn(х)) зада"lи (П) сходится на любой nоследователъности сето'К: при

h О 'к: соответствующему решению (лn , иn(х)) зада"lи (I)

л лn == p(h), Ilyn unll o == p(h)

для любых 'К:УСО"lно неnреръtвНЪtХ'К:оэффициентов k, q, r Е Q(O), удовлетво 
ряющих условию (3).

Рассмотрим сначала случай первоrо собственноrо значения (n == 1).
Пусть ср(х) любая кусочно--rладкая функция. Нетрудно заметить, что

lim DN[cp] == D[cp], lim НN[CP] == Н[ср].
N oo N oo

Отсюда следует, что DN[cp] :::;: М, rде М постоянная, не зависящая от N

(от h == l/N).
Пусть у == у(х, h) сеточная функция, реализующая минимум функ 

ционала DN[cp]:
л
h

== DN[Y]

при условии нормировки HN[Y] == 1.



Рассмотрим последовательность сеточных функций {у(х, h)} на HeKO 

торой последовательности сеток.

Л е м м а 3. Последоваmелъност,ъ фун'К:'ЦиЙ {у(х, ' )} PU(j'/i,UCтeпeHHO

непрерывна и равНО'м'ерно 02paHU"leHa.

Если х', х" точки сетки, то

8 x" h

у(х", h) у(х', h) == L h. yx(s, h).
В==Х'

Пользуясь затем неравенством Коши Буняковскоrои оrраниченностью

DN [у], получим

Iy(x", h) у(х', h)1 V (1, у;] . v'lx" x'l м v'lx" x'l. (38)

Из условия нормировки HN[Y] == 1 следует, что по крайней мере в одной

точке х == х' имеет место неравенство

р(х')у2(х', h) 1, т. е. Iy(x', h)1 .

уСз

Отсюда и из (38) следует равномерная оrраниченность последователь 

ности {у(х, h)}:

Iy(x", h)1 Iy(x", h) у(х', h)1 + Iy(x', h)j М.

По теореме Арцела, примененной для последовательности сеточных

функций, существует некоторая подпоследовательность {у(х, hk )}, равно--

мерно сходящаяся к некоторой функции Щх), непрерывной на отрезке [0,1]:

"у(х, hk ) u(x)llo == p(hk ).

Будем предполаrать, что последовательность {hk} такова, что числовая

последовательность {лhk == Л(hk )} сходится К некоторому пределу i

Нт л(hk) == i
hk-----+O

в противном случае мы выбрали бы из нее сходящуюся подпоследова 

тельность и оrраничились бы рассмотрением только тех номеров k, которые

соответствуют этой подпоследовательности.



Л е м м а 4. Если для не'К:оторой nоследоваmел'Ьносmи

lim л(hk) == л,
hk.......O

mол л.

Пусть и
*

(х) некоторая кусочно--rладкая функция, для которой

* D[u*]
л

Н[и*]
л + €, с > о,

и пусть

л*(hk) ==
DNk [и*]

(Nk == l/hk)'
HNk [и*]

В силу принципа минимума л(hk) л*(hk ), причем л*(hk ) -------t л* при

hk -------t О. Переходя к пределу при hk -------t о, получим

л л* л + с.

Отсюда в силу произвольности с следует, что Л л.

Наша ближайшая цель показ ть,что предельная функция удовле 

творяет условиям (1) и (2) при л == Л.

Разностная задача (П), как было показано в 9 1, п. 6, эквивалентна

уравнению

у== [G ,(лhр d)у], (31)

rде C функция rрина оператора (аух)х при условиях (23). Совершим
теперь предельный переход в (31) при hk -------t О и воспользуемся леммой 1.

Тоrда получим
1

Щх) == J Co(x, )(XT( ) q( ))U( )d , (39)
о

rде Co(x, ) функция rрина оператора (ku')' при условиях (2).
Отсюда, по определению функции rрина, следует, что решение и(х) ин 

теrральноrо уравнения (39) удовлетворяет дифференциальному уравнению

L(k,q)и + Лrи == О

и краевым условиям

k(O)и,(o) О'1ЩО) == о, k(l)и'(l) + О'2Щ1) == о.



Так как всякому собственному значению задачи (1) соответствует толь 

ко одна собственная функция иl(Х), а А == Аl есть наименьшее собственное

значение, то

А == Аl И Щх) == иl (х).

Из сказанноrо также следует, что вся последовательность {у(х, h)}
равномерно сходится к и(х), а A == Al(h) сходится к Аl при h о:

IIYl иlllо == p(h), A Аl == p(h).

Приведенные выше рассуждения относились к наименьшему собствен 

ному значению A .
В случае друrих собственных значений A дЛЯ n > 1 все рассужде 

ния сохранят силу, если учесть, что A и Аn определяются как минимумы

функционалов DN[ep] и, соответственно, D[ep] при дополнительных услови 

ях ортоrональности НN [ер, Ут] == о и Н[ер, ит] == о (1 т < n). Тем самым

теорема 1 доказана.

3. О точности разностноrо метода

1. У р а в н е н и е Д л я по r реш н о с т и с о б с т в е н н о й

функции

Пусть (A
h

, у) решение разностной задачи (П), а (л, и) COOTBeTCTBY 

ющее решение исходной задачи Штурма Лиувилля(1). Выясним вопрос об

асимптотическом порядке при h О поrрешности z == у и в норме 11 110, а

также разности ДА == Ah А. Сформулируем прежде всеro краевую задачу

для z. Подставим у == z + и в уравнение (22) и учтем уравнение (1) для и;

тоrда получим для z неоднородное разностное уравнение

(a.zx)x d . z + А
h
Р

. z == Ф, (40)

rде

Ф == 'IjJ + (A
h

л)ри, (41)

'IjJ == L k,q,Л1")и L(k,q,лr)и == [(aUx)x (kul)/] (d q)u+ A(p T)и. (42)

Функция 'IjJ есть поrрешность аппроксимации разностной схемы на решении

уравнения (1).



Для функции Z получаем неоднородные краевые условия

a1 Zx,0 a1 Z0 + h)..hpoZO == 1/1, aNZx,N + a2Zo h)..hPNZN ==  1/2, (43)
rде

1/1 == h()..h )..)роио + Р1, 1/2 == h()..h )..)PNUN + Р2

(Ро == 0,5т(0), PN == 0,5т(1)), (44)

171 == (а1их(0) а1и(0) + h)"poU(O)) (k(O)u'(O) О'lи(О)), (45)

Р2 == (aNUx(l) + а2и(1) h)..PNu(l)) (k(l)u' (1) + 0'2и(1)). (46)
Таким образом, для выяснения точности решения разностной задачи

мы должны оценить решение уравнения (40) с краевыми условиями (43).
Эту задачу мы будем называть задачей (ПI).

2. Фор м у л а Д л я Д).. == )..h )..

Параметр )..h является собственным значением. Поэтому задача (IП)
разрешима только в том случае, коrда собственная функция у задачи (П)
ортоrональна к правой части уравнения и краевых условий, точнее:

[Ф,у] == [ф,у] + ()..h )..)[ри,у] == О, (47)
rде

[ф, У] == (ф, У) + Р1УО + 172YN'

hфо == Р1, l ФN== Р2, Ро == 0,::>,,'(0), PN == 0,5,,'(1).
Обозначим и и у нормированные функции:

Н[и] == 1, НN[Y] == 1.

В силу теоремы 1 Ily ull o О при h О. Поэтому при достаточно малом

h :::::; ho можно утверждать, что [ри, У] =1= О. Собственному значению )..h COOT 

ветствует только одна собственная функция, определяемая с точностью до

произвольноrо множителя. Выберем множитель С таким образом, чтобы

функция у == Су была ортоrональна разности z == у и:

[ру, z] == О, rде z == у и. (48)
Отсюда следует, что

[р, уи] == [р, уу] == С[р, у2] == С,

[р, и
2

] == [р, у 2] + [р, z 2] == с
2
+ [р, zu],

с
2

== [р, и
2

] [р, zu]
или

1 с
2

== [р, zu] (НN[U] Н[и]). (49)



В силу теоремы 1 ясно, что с2
1 при h О. Будем предполаrать, что

С> О, т. е. знаки и и у соrласованы (см. 9 1, п. 7). Формула (49) понадобится
для оценки I с

2
11-

Условие (47) используем для определения

дл == л
h

Л ==
[ф,у]

==
[ф,у]

.

[ри, у] С2 (50)

Преобразуем правую часть. Введем функцию 'тl при помощи условий

х'==х

'Тlx
== ф, 'Тlo == hфо == 171, 'Тl(x) == L hф(х').

х'==О

Пользуясь формулой суммирования по частям (16)

[ф,у] ==  ['Тl,Yx)+ YN'ТlN'

а также леммой 2, получим

I [ф, у] I М(п) IIФI14,
rде

IIФl14 hlt,hФkl + It. hф,1 + hlФоl + hiФNI; (14)

м(п) положительная постоянная, зависящая от номера п собственноrо

значения.

Тем самым доказана

Л е м м а 5. Если выnолнен:ы условия теоре.м:ы 1, то

Iл лnl М(п)IIФI14, (51)
2де фУ'Н'К:ЦUЯ Ф определяется формулой (42).

3. И н т е r р а л ь н о е с о о т н о ш е н и е Д л я z == у и

Для оценки z сведем задачу (ПI) к «интеrральному» уравнению

z == лh[G, pz] + [G, Ф], (52)
rде G == Gh(x, ) разностная функция rрина оператора

L k,q)y== (аух)х dy
с краевыми условиями (23).

Собственная функция у задачи (П) удовлетворяет уравнению

у == лh[G, ру]. (29')



Введем симметричное ядро

K(x, )== vp(x)p( )C(x, ) (х Е wh, Е Wh)

(зависимость G и К от 11 не будем указывать) и HOtlble функции

v(x) == Vр(х) z(x), 'Р(х) == Vр(х) у(х) (р 0,5сз > О).

Тоrда из (52) и (29') получим для сеточных функций v(x) и 'Р(х) ypaB 

нения

ф
ф==

Л'

'Р == лh[к, 'Р]' (54)
Нетрудно заметить, что условие ортоrональности 'Р к правой части f

выполняется автоматически в силу условия (47) и уравнения (54):

v == лh[к, v] + f, f == [К, ф], (53)

['P,f] == ['Р(Х), [K(x, ),ф ( )]]== [Ф( ),[K( ,x),'P(X)]]==

1 1

[
Ф

]
1

==

лh [Ф( ),'Р( )]== лh yP
,y-/р ==

Лh [Ф'У] ==0.

Пусть лh == л собственное значение номера n, а 'Рn(Х) ero норми 

рованная собственная функция (['Рn, 'Рn] == 1).
Условие [у, pz] == О запишется в виде

['Рn, v] == О. (55)
Кроме Toro, имеем

['Рn, j] == О. (56)

Найдем резольвенту R(x, ;л ),с помощью которой решение ypaBHe 
ния (53) дается формулой

v == f + л [R, Л. (57)
Отсюда и из условий (55) и (56) следует ортоrональность R к 'Рn:

[R, 'Рn] == О. (58)
Этим же свойством обладает ядро

N

К1 (x, )== K(x, ) 'Pn(xlrn( )== L 'Pk(x)rk( ).

n
k==l

Лk
(k"'n)

Резольвента R определяется из уравнения

R(x, ;л )== К1 (x, )+ л [К1 (х, t), R(t, ;л )]



и может быть записана в виде

R == Kl + R1 ,

rде
N

Rl == Rl (x, ;Л )== L
k==l

(kf'n)

'Pk(X)'Pk( )

h (Л )Л
k
Л 

1

Ядро Kl оrраничено в силу оrраниченности функции rрина и собствен 

ной функции 'Рn(Х) (лемма 2). Поэтому будем иметь:

t 'P

(  X); ::;; [Ki(x,  ),1] ::;; М,
k==l k

(kf'n)

N

IIRlll == [R (x, ;Л ),1] == L
k==l

(kf'n)

'Р%(Х) м
h 2" ,

(л )2(1 )
IIRI12::;; IIKl/l2 + IIRll12 ::;; м.

Обращаясь к формуле (57), получаем

Ilvllo ::;; (1 + л IIRI12)/lЛlо' (59)

4. А при о р н ы е о Ц е н к и

т е о р е м а 2. Пустъ (Л ,Уn) собстве'Нное з'На"lе'Ние и Hop,м,иpoвaH 

ная собстве'Н'Ная фУ'Н'К:ЦUЯ 'Но,м,ера n зада"lи (П), а (Лщ иn) собствен'Ное

зна"lение и 'Нормирова'Н'Ная собстве'Н'Ная фУ'Н'К:ЦUЯ 'Но,м,ера n зада"lи (1).
Если вЪtnол'Нен'ы условия теоре,м,ъt 1, то при JocmamO"lHO ,м,алом h ::;; ho

имеют ,м,есто 'Нераве'Нства

Iл лnl ::;; М1 (n)IIФI14,

/lyn unll o ::;; M2 (n)II'l/}114 + MIHN[un ] H[u]l,

(51)

(60)

2де M1(n) и М2 (n) nостОЯН'НЪtе, зависящие от n и не зависящие от h.

Для доказательства теоремы достаточно установить лишь HepaBeH 

ство (60), так как оценка для л ЛN уже получена в п. 2 (лемма 5).
Обратимся к неравенству (59) и рассмотрим IIЛlо, rде

f == [К, Ф] + (л
't

л)[К, J(5u], Ф == ф/J(5.



Второе слаrаемое, взятое по норме 11110, мажорируется величиной Мlлh лl
или, соrласно лемме 5, величиной Мl(n)IIФlk Преобразуем теперь

выражение

[K,1jJ] == Vр(х) [С(х,  ),ф( )].

Вводя функцию т] с помощью условий

т]-х == ф, т]о == hфо == Vl,

получим

[K,1jJ] == Vp(x) { [CE(X' )'Т]( ))+ С(х, l)фNh С(х, l)Т]N lh}.
Отсюда в силу оrраниченности функции rрина и ее первых разностных

производных (см. 9 1, п. 6) следует

II[К, Ф] llо МIIФlk
Таким образом,

Ilfllo М(n)IIФI14

и, следовательно,

М(n) h
11:Zllo (1 + л

n 11R112)IIФ114 М(n)IIФlk
уСз

(61)

Нас интересует разность

z == у и,

которая выражается через :z:

:z 1 С
z ==

С
+ и,

1 1 С2

Ilzllo
С

11:Zllo +
С(l + С)

Ilull o M(II:zllo + 11 С
2

1) при h ho,

так как С 1 при h О, а Ilullo оrраничена соrласно (7).

Обращаясь теперь к формуле (49), находим

11 С
2

1 MII:Zllo + IHN[un ] H[u]1
и, следовательно,

Ilzllo Jl;1(n)II:zllo + MIHN[un] H[u]l.

Учитывая затем, оценку (61) для 11:zllo, получаем неравенство (60).
Теорема 2 доказана.



5. Пор я Д о к т о ч н о с т и в к л а с с е r л а Д к и х

коэффициентов

в силу теоремы 2 порядок точности решения разностной задачи (П)
зависит от поrрешности аппроксимации разностной схемы, включая rpa 

ничные условия, а также от поrрешности аппроксимации нормировочноrо

функционала HN ,
т. е. от величины

х
== HN[un] Н[иn].

Оценка 1/; по норме 111/;114 оказывается полезной даже в классе с(т), так

как позволяет снизить на один порядок требование дифференцируемости
функции k(x), а также paHra шаблонноrо функционала A[k(s)]. В самом

деле, как показывают априорные оценки (51) и (60), для Toro чтобы раз 

ностная схема имела m й(т == 1,2) порядок точности, достаточно, чтобы

выполнялось условие 111/;114 == O(h
m

). При этом схема может и не иметь m ro

порядка аппроксимации, т. е. условие 1/;== O(h
m

) не будет выполнено.

Ниже будет показано, что 111/;114 == O(h
m

) в классе k, q, r Е c(т 1,1),
если схема имеет m йpaHr и удовлетворяет условиям (20) m roпорядка
аппроксимации.

В 9 1, п. 3, мы условились рассматривать только схемы стандартноrо

типа. Напомним также, что D[J] и R[J] линейные функционалы.

т е о р е м а 3. Если разност'Ная схе,ма L k,q,лт) и,мсст 2 йраН2 Н yдo 
влетворяет необходи.мыlм условиям (21) втОрО20 nоряд'К:а annpo'К:cu.мa 

ции, то решение зада"lи (П) для k, q, r Е С(l,l) имеет второй nорядо'К:
mO"lHocmu:

Iл лnl M(n)h
2

, Ilyn unl/ o M(n)h
2

.

Для доказательства теоремы достаточно оценить 111/;114 и Х И воспользо--

ваться теоремой 2, условия которой выполнены.

Рассмотрим поrрешность аппроксимации

1/;== ер (d q)u + л(р т)и
(индекс попускаем), rде

ер == (аих)х (ku')' == L k)u L(k)u.
Если выполнены условия теоремы, то существуют производные н" и

(ku')", удовлетворяющие условию Липшица. Поэтому будем иметь

(ku')' == ( ku' )x + O(h
2
),

rде черта сверху означает, что выражение берется в точке х == х 0,5h.



Рассмотрим сначала

x'==x h x'==x h

L hcp(x') == L (а(х')их(х') k(x')u'(x') ) х h + O(h
2
) ==

x'==h x'==h

== а(х)их(х) k(x)u'(x) (а(х')их(х') k(x,)и,(x,)) IX'==h + O(h
2
).

в силу условий (21) а == k + O(h
2
). Учитывая затем, что

их == и' + O(h
2
)

(так как и" удовлетворяет условию Липшица), получаем

аих kи, == O(h
2
)

и, следовательно,

x'==x h

L hcp(x') == O(h
2
), Ilсрllз == O(h

2
).

x'==h

Разностные краевые условия (23), как мы видели в 9 1, п. 4, им!?

ют второй порядок аппроксимации в классе решений уравнения (1), т. е.

171 == O(h
2
) И 172 == O(h

2
). Отсюда следует, что

IIcpl14 == O(h
2
), точнее, IIcpl14 М. h

2
.

Учитывая затем, что в силу условий (20)

d q == O(h
2
), Р r == O(h

2
),

будем иметь

IIcpl14 M(n)h
2

.

Замечая, что НN [и] представляет собой квадратурную формулу для

Н[и] BToporo порядка точности в случае r Е с(1,I) и и Е С(I,I), находим

х == O(h
2
).

Тем самым теорема 3 доказана.

6. Пор я Д о к т о ч н о с т и в к л а с с е раз рыв н ы х

коэффициентов

Предположим теперь, что k, q, r Е Q(I,I) [0,1]; тоrда и' Е Q(I,I),
(ku')' Е Q(I,I). Обозначим

 j== Xnj + Bjh (xnj == hщ, О Bj 1, О <  j< 1)
все точки разрыва функций k(x),q(x) и т(х). Число таких разрывов jo
конечно: j == 1,2,... ,jo.



При вычислении Ф в этом случае будем ссылаться на 9 3 статьи [4].
Пусть L k,q,>..r) схема 2 ropaHra, удовлетворяющая условиям (21). Преk
ставим Ф в виде суммы

ф == ф + ф,

rде

ф == Фi == Фn/5i,щ + Фnj+lдi,nj+l,

{
О, i i- k,

j==1,2,...,jo, дik==
,

1, i == k.

Проводя те же рассуждения, что и при доказательстве теоремы 3,

получаем
2

IIФl14 == O(h ), точнее,
2

IIФll4 M(n)h . (62)

Следует при этом иметь в виду, что

hфо == 171, }:ФN == 172.

Перейдем теперь к вычислению IIФlk Отметим прежде Bcero, что для

всякой схемы из указанноrо выше семейства выполняются условия

hФnj == 0(1), hФnj+1 == 0(1), h(фщ + Фnj+l) == O(h),

j==1,2,...,jo'
Для разностной схемы

L k,q,>..r)y== (аух)х d. у + л .

ру (63)
с коэффициентами

[ /
0

ds

]
 1

а==

k(x+sh)
,

 1

выполняются условия [4]:

hФnj == O(h), hФnj+1 == O(h), h(Фnj + Фщ+1) O(h
2
), j == 1,2,... ,jo'

0,5

d== / q(x+sh)ds,
 0,5

0,5

р== / r(x+sh)ds
 0,5

(64)

Нетрудно заметить, что

jo

IIФ llз L(h
2
/Фnj l + hlФщ + Фnj+ll),

j 1

jo

IIФl14 L(h2 lФnj l + 2hlФnj + Фnj+1I).
j 1



Л е м м а 6. Если
0,5

Р == РЛ == Rл[r(х + sh)] == J т(х + sh) ds,

 0,5

то для т(х) Е Q(O,l), и Е 0(1), и' Е Q(l,l) и.меет .место о'Це'Н'К:а

Х == нN[U] Н[и] == O(h
2
).

Для упрощения записи, не нарушая общности, можно считать, что име 

ется только одна точка == Хn + (). h разрыва функции т(х). Представим Х

в виде суммы:
N

Х == L Дi . h,
i==O

rде

0,5

Дi == J r(Xi + sh)[u
2
(Xi) u

2

(Xi + sh)] ds, 0< i < N,

 0,5
O,5h

До == 0,5hr(0)u
2
(0) J т(х)и

2
(х) ds,

о

1

ДN == 0,5hr(1)u
2
(1) J т(х)и

2
(х) ds.

1 0,5h

Сразу видно, что ДО == O(h
2
), ДN == O(h

2
). Если i #- n, i #- n + 1, то

0,5

Дi == J (r(Xi) + shr(Xi) + hp(h))((u2) sh+ O(h
2
)) ds == O(h

2
).

 0,5

Предположим теперь, что О () 0,5. Тоrда
О 0,5

ДN == J (rл + O(h)) . O(h) ds + J(rп + O(h)) . O(h) ds == O(h),
 O О

rл == T(€ О), rп
== T(€ + О), Дn+1 == O(h

2
).

Если же 0,5 () 1, то

ДN == O(h
2
), Дn+1 == O(h).

В обоих случаях ДN + Дn+1 == O(h). Отсюда следует, что

Х == h(Дn + Дn+1) + O(h
2
) == O(h

2
).



С л е Д с т в и е. Еслu R[r(s)] nроuзволъныu фун'К:'Цuонал, то

Х
== [р рл, и

2

] + O(h
2
) для r Е Q(o,l).

З а м е ч а н и е. Пользуясь предстаDЛСIIИСМ линейных функционалов в

классе разрывных коэффициентов (см. 9 1, п. 11 работы [4]), можно пока 

зать, что существует только один линейный канонический нормированный

функционал, для KOToporo Х == O(h
2
) в классе Q(m) при любом т 1.

Таким образом, нами доказаны следующие теоремы.

Т е о р е м а 4. Для любой разностной схе.мъt втОрО20 раН2а, удовле 
творяющей условuя.м (21), в 'К:лассе Q(l,l) (k, q, r Е Q(l,l)) u.меют .место

о'Цен'К:и

Iл лnl M(n)h, Ilyn unll o l\il(n) . h,

2де лn , иn(х) n eсобственное зна"lенuе U n янор.мированная собствен 

ная фун'К:'Ция зада"lи (1), а л ,Уn n eсобственное зна"lение и n ясоб 

ственная фун'К:'Цuя разностной зада"lU Штур.ма Лuуви.!l./l,Я(11).
Те о р е м а 5. Разностная схе.ма (63) (64) обесnе"lивает в 'К:лассе

r;;оэффu'Цuентов k, q, r Е Q(l,l) второй nорядо'К: mO"lHocmu:

Iл лnl M(n)h
2

, Ilyn unll o M(n)h
2

.

В дальнейшем нами будут рассмотрены однородные разностные схемы,

дающие любой порядок точности в классе кусочно--непрерывных коэффи 
циентов уравнения (1).

Отдельно также будет рассмотрен DОПрОС о точности на неравномерных

сетках.

Поступила в редакцию 14.05.1961
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

поrРЕШНОСТИ РАзностноrо МЕТОДА
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

А. Н. Тихонов, А. д. rорбу'Нов
(Мос'К;ва)

Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных дифференциаль 
ных уравнений

dy
dx

== f(x, у), у(а) == Ь, (1)

rде у(х) == {yCl) (х), .. .

, yCN) (х)} искомая векто функцияот х в про--

странстве N измерений, f(x,y) == {JCl)(x,y),...,fCN)(x,y)} заданная

вектор функцияот х и у
== {у(1),... , yCN)} в пространстве N+ 1 измерений.

Пусть для приближенноrо решения этой задачи применяется сходя 

щаяся однородная разностная схема (см. [1, 2])

m n

L(Yk) == I: aiYk i h I: j3i!k+l i, fj == f(Xj, yj)
i==O i==O

(2)

(Xj == а + jh, h> О) при соответствующих начальных условиях.

Рассматриваются случаи, коrда Z О, IZI т. Всякий приближенный

разностный метод для решения класса задач, определяемых функциями f,
приводит нас к некоторому (параметрическому по h) функционалу V(f, h).
В нашем случае таким функционалом является приближенное решение Yk

задачи (1), определяемое как решение задачи (2).
Представляет несомненный интерес получение асимптотическоrо разло--

жения
О 1 т

1

V(f, h) == V + hV +... + hTV + O(h
T+

). (3)



В этом разложении
О

V == lim V(f, h)
h O

является решением исходной задачи. Обычный прием сrущения узлов, яв 

ляющийся проверкой Toro, что мы находимся в области асимптотических

значений шаrа h, позволяет также, зная значения V(f, h) и V(f, h/2),
О

получить значение V с повышенной точностью:

v == [( )
r

V(f,  ) (k)
r

V(f, h)] 2rh 1 + O(h
r+1), (4)

r

если vi == о при i == 1,2,... ,
r 1. Значение V позволяет сравнивать значе 

ния h, при которых в различных методах rлавный член асимптотической

поrрешности одинаков.

В 9 1 настоящей статьи дается асимптотическое разложение прибли 
женноrо решения Yk по степеням h:

Yk ==  (Xk)+ hSyS(Xk) +... + hS+'Yys+'Y(Xk) + O(h
s

+'Y+1), (5)
о

rде у(х) == у(х) точное решение задачи (1), s степень разностноrо опе 

ратора L(Yk), I 2 натуральное число. При этом для функций yi(x) бу 
ДУТ /1.а.ны явные выражения через вектор функциюу(х) и ее производные.

TaKoro рода разложения естественно называть а при о р н ы м и а с и м II

Т О Т И Ч е с к и м и раз л о ж е н и я м и.

В 9 2 дается а п о с т е р и о р н о е а с и м п т о т и ч е с к о е раз л о

ж е н и е для поrрешности метода в виде

8k == hSФ(Хk, h) + O(h
2s

),

rде функция Ф выражается через сеточную функцию Yk.

э 1. ВЫВОД априорноrо асимптотическоrо разложения

поrреlllНОСТИ метода

в этом параrрафе мы получим асимптотическое разложение поrрешно 

сти метода в виде

8k == Yk Y(Xk) == hSyS(Xk) +... + hS+'Yys+'Y(Xk) + O(h
s+-r+ 1

). (5')



1. Для решения этой задачи потребуется следующая лемма.

Л е м м а. Пустъ задана систе.ма разностных уравнении

m n

LaiZk i== h Lj3iGk+I iZk+I i+ O(h
o+ 1

), l о,
i O i O

(6)

2де zk == {Zk
1

), . . .

, Zk
N

)} исr;;о.мая дисr;;ретная веr;;тор фунr;;ция(N из.ме 

рении) и Gk заданная 'К:вадратная .матрица nорядr;;а N с 02рани"lенны.ми

эле.мента.ми. Пустъ 'К:орни хара'К:теристи"lесr;;О20 уравнения разностНО20
m

оператора 2:= aizk iпо .модулю не nревышают единицъt, npU"leM те из них,
i O

.модулъ r;;оторых равен единице, простые. ТО2да:

а) для решения Zk уравнения (6), отве"lающе20 нулевы.м на"lалъны.м

условия.м, и.меет .место оценr;;а

Zk == O(hO"), h -------+ о; (7)

б) для решения Zk соответствующе20 (6) однородНО20 уравнения с

на"lалъны.ми зна"lения.ми nорядr;;а O(hO") и.меет .место оцен'К:а

Zk == O(hO"), h -------+ О. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в уравнение (6) функцию Zk и полу 

ченное запишем в координатной форме

m

a-z(j) - == нЫ
k  k'

i O

(9)

rде Hij )
обозначают соответствующие правые части. Считая функцию Hij)

известной, разрешим уравнение (9) относительно Z )при нулевых началь 

ных условиях:

Z )==O, k==o, l,..., (m l); (10)

в результате этоrо получится

k

 (j) ф H(j)Z
k k+l v v ,

v O

k  (т 1), (11)



rде Фk решение уравнения

m

{
l

L аiФk i== Пk ==

i O О

при k == 1,

при k > О,

отвечающее нулевым начальным условиям (см. [31). Следовательно, соrлас 

но (11), будем иметь

o } ht, Фk+1 v[ t, fЗ, G?+  ,O  H+ hu+1 н;;> ].
Отсюда

k n N

Iz )I hФL L L l,вil L IZ  I il+ h
UR(j);

1I 0i O Q l

(12)

константы Ф, L, R(j) выбираются под условиями

k

IФkl ф < +00, IG ,Q)I L, ФhL IR&)I R(j).
lI O

Суммируя неравенства (12) по всем j, найдем

k n

Vk hФLN L L l,вil VlI+l i+ h
U

R,
1I 0i O

(13)

rде
N

Vk == L Iz )1
j l

N

и R == L R(j)
j l

(14)

суть нормы векторов Zk и {R(l),... , R(N)} соответственно.

Введем обозначение

Uk == шах VJ.L;
J.L O,ll""k

(15)

тоrда неравенство (13) перепишется в виде

k

Uk РL иll+l + Q,
lI O



rде
n

Р == hФLNL I'вil, Q == h(>R.

i O

(16)

Отсюда получается
k l

Uk р' L и
м + Q,

M O

(17)

причем

, {
Р

p 
Р : (1 Р)

при l < О,

при l == О
(16')

(предполаrается, что осуществлен такой выбор h, при котором 1 Р > О).
Из неравенства (17) методом полной индукции находим

uk Q(l + p')k l. (18)

Так как, соrласно (16) и (16'),

(1 + p')k l (1 + hM)k l==
k l

[
М

]
(Xk l a)M

Xk l а
== (1 + k 1 м) Xk l а

exp(xk l а)М,

rде

{
ФLN f I'вil

м

ФLN: l13il : (1 Ро) при 1 О

(о < h ho, 1 Ро 1 hoфLN t, I13; I > о).

при l < О,

то из неравенства (18) с учетом (16) вытекает, что Uk == O(h(». Следова 
тельно, соrласно (14) и (15), имеет место оценка (7).

Далее подставим в однородное уравнение, соответствующее (6), ero

решение ik; в результате этоrо получится

m n

LaiZk l== h L'вiGk+l iZk+l i'
i O i O

(19)



Если последнее тождество истолковать как уравнение относительно Zk, pac 
сматривая правую ero часть как известную функцию, то Zk можно будет
представить в виде

Zk == Uk + Vk, (20)

rде Uk решение уравнения

m

L йiZk l== О,
i==O

отвечающее начальным значениям порядка O(hO"), а Vk решение неодно--

рОДНоrо уравнения (19), отвечающее нулевым начальным условиям.

Так как в условиях леммы имеет место оценка

Uk == O(hO"), (21)

то функция Vk, соrласно (19) и (20), удовлетворяет уравнению

m n

L aivk i== hL fЗiGk+l iVk+l i+ О(hO"+!).
i==O i==O

Следовательно, в силу первой части леммы, справедлива оценка

Vk
== O(hO"). (22)

Из соотношений (20), (21) и (22) вытекает оценка (8).
Лемма доказана.

2. В качестве простоrо следствия предшествующей леммы получается

Те о р е м а 1. Если

а) разностныu оператор L(Yk) и,м,еет стеnенъ s 1,

б) r;;opHU хараr;;терuстU"lеС'К:О20 уравненuя разностНО20 оператора
m

2:= aiYk iпо модулю не nревЪLшают единии;ы, npU"le.м, те из них, ,м,одулъ
i=O

r;;оторых равен едuнице, являются nростыми,

в) веr;;тор фунr;;цuяf (х, У) имеет неnрерывНъtе "lастные nроuзводные по

всем аР2у,м,ентам до порядr;;а s в'li:ЛЮ"luтелъно,

то для пО2решн,остu .метода и"меет ,м,есто оцен'К:а

8k == O(h
S

). (23)



д о к а з а т е л ь с т в о. Подставляя в уравнение (2) точное решение

задачи (1), получим ТОЖДССТDО

m n

I: aiy(xk i) h I: (3if(Xk+l i,Y(Xk+I i))==  hs+lP(Y(Xk), h),
i=O i=O

rде p(Y(Xk), h) вектор функция,оrраниченная по h и k. Вычитая отсюда

тождество (2), получим уравнение относительно поrрешности метода

m n

I: аiбk i== h I: (3iFk+l iбk+l i+ О(h
s+1),

i=O i=O

(24)

причем матрица Fj определяется равенством

F.-
af(x, У)

IJ
ду X=Xj'

Y=Y(Xj )+Oj x8j

(25)

rде (}j == {(}У),.. .
, ()JN)} вектор средних значений, О < (}З'>.) < 1, а символ

х обозначает прямое произведение двух векторов.
Так как элементы матрицы Fj очевидно оrраничены по j, то усло--

вия леммы выполнены и из уравнения (25) вытекает оценка (23). Теорема
доказана.

3. В настоящем пункте мы получим разложения вида (5').
Те о р е м а 2. Если

а) разностныu оператор L(Yk) в СЛУ"lае т == 1 и.меет степень 8 1,

б) ве'К:тор фун'К:'Цияf (Х, У) и.меет непрерывные "lастные nроизводные
ПО все.м ар2у.мента.м до nоряд'К:а (28 + ,), , == 1,2,
то и.меет .место следующее аси.мnтоти"lес'К:ое раЗЛО;)ICение (nО2решности
.метода) :

бk == hS-Ф(Хk, h) + O(h
s

+I'), (26)

npU"leM фун%'Ция  (Х,h) определяется %а'К: решение уравнения

d-ф
dx I

l' +.

==
af(x,y)

. -ф + "" x.hj l
dS

Зу(х)
дУ

J dxS+J'У=У(Х) j=l

(27)

отве"lающее нулево.му на"lально.му зна"lению. Коэффи'ЦиентЪt Xl"", xl"

входящие в (27), находятся в результате решения уравнения Вх == К,



2де

в == [  :BoB'Y IB'Y 2 :.] , (28)

n

ВО == L {Зi =/: О,
i:oO

в == {З .

(1 + l i)>'
>. z

л!
'

z:oO

л==l,...,, l,

х == {Хl,"" Х'У}' к == {Кl,"" К'У}'

1

(1 i)s+j
n

(1 + l i)S+j 1
Kj==L (8+Л! йi ?= (8+j 1)!

{Зi, j==l,...". (29)
i:oO z:oO

д о к а з а т е л ь с т в 01). Перепишем уравнение (24) в несколько ином

виде:
m n

L ai8k 1== hL {ЗiFk+l i8k+I i+ h
s+ 1

P(Y(Xk), h). (3О)
i:oO i:oO

Для вычисления функционала P(Y(Xk), h) подставим в уравнение (2)
нужные разложения по формуле Тейлора для У(Х) и dy(x)jdx. Torдa,
учитывая, что уравнение (2) имеет степень 8, получим

'У
ds+j ( )

Ip(Y(Xk), h) ==
'" hj 1Kj d

У
+ O(h'Y),

XS+J
j 1 X:OXk m

(31)

причем коэффициент в выражении O(h'Y) имеет вид

m

(т i)s+'Y+1ai
(8+,+1)!

dS+'Y+Iy(X) Idxs+'Y+ 1
X Xk i

(т + l i)S+'У{Зi dS+'Y+1
y (x)

(8 + ,)! dXS+'Y+l
i O 'X XHH' (32)

L
i=O

Xk i,Xk+l i средние значения.

l)MbI проводим это доказательство в общих обозначениях (не учитывая явно условие

m :о 1) в связи с тем, что следующая теорема доказывается аналОr'ично.



Далее рассмотрим вспомоrательное уравнение

du
==

df(x, у) I . и + h
S x'hj lds+jy(x) (33)

dx dY
J dxS+J'

у==у(х) j==l

rде и == {и(1), . . .
, и(N)} искомая вектор функция,Xj неопределенные

коэффициенты. Решение этоrо уравнения, отвечающее нулевому начально--

му значению, записывается в виде

'у
Х

и(х) == h
S

L: Xjhj lJ П( ,х) dS;s   )d ,
j==l а

(34)

rде П матрицант матрицы
Bf(x, у)

I .

ду у==у(х)
Отсюда вытекает, что

dPи(x)
== O(h

S

)
dxP

, Р
== 1,2,. ..

,
s + 1. (35)

Чтобы определить коэффициенты Xj, запишем уравнение (2) в прило--

жении к уравнению (33) и подставим в полученное уравнение функцию
и(х), определяемую равенством (34); тоща будем иметь

2:
т

2:
n

Bf(x, у)
Iaiи(xk i)== h (3i

д  .'и(Xk+I i)+
. . у X Xk+l ,
t==O t==O y==Y(Xk+l i)

+ h
s+ 1 t Xjhj lt (3i dS::;+ ) I + h

s+ 1

p(и(Xk), h). (36)
j==l i==O X==Xk+l i

Вычитая из тождества (30) последнее тождество, получим уравнение отно--

сительно разности Vk == бk и(Xk):

2:
т

L:
n

Bf(x, у)
Iaivk i== h (3i

д
 .'Vk+l i+

. . у X Xk+l ,
t==O t==O Y==Y(Xk+l i)

+ h"+1 [P(Y(Xk), h) Xjhj l (3; d;:y+ )Iж ж>+, ,] +
+ h (3i (Fk+I l

Bf(x, у)

I . ) бk+l i h
s+1

p(и(Xk), h). (37)
ду X Xk+l ,

i==O Y==Y(Xk+l i)



Так как Ok == O(h
S

) и, соrласно (35), P(и(Xk), h) == O(h
S

), то послеk

ние два слаrаемых правой части равенства (37) имеют порядок O(h
2s+ 1

)
(см. равенство (25)). В связи с этим определим коэффициенты Х1,..., Х"!

так, чтобы свободный член в уравнении (37) имел порядок О(h
2S+"f+ 1

).
Для этоrо необходимо и достаточно, чтобы сомножитель при hs+ 1

имел

порядок O(h"f).
Покажем, что последнее требование определяет коэффициенты

Х1, . . .

, Х"! однозначно. Действительно, учитывая равенство (32) и разлаrая

ds+jy(x)
Id S+.

по формуле Тейлора, перепишем названный сомножитель
х J

X==Xk+l i
В ВИде

"f

ds+jy(x)
2: hj lК.

. J dxs+j
j==l

"f n "f j

 2:x.hj l2: (3i 2:J

j==l i==O л==О

(т + l i)ЛhЛ dS+НЛу(х) Iл!
.

dхS+НЛ
+ O(h"f).

X Xk m

rруппируя члены с одинаковыми степенями h и приравнивая нулю возни 

кающие при этом коэффициенты, получим систему уравнений

Вх == К. (38)

Из сходимости метода (2) вытекает, что Во #- о (см. [21). Следователь 
но (см. формулы (28) и (29)), система (38) однозначно разрешима относи 

тельно Х1,..., x"f'

Таким образом, если в уравнении (34) в качестве Х1,... , х"! используется

решение уравнения (38), то уравнение (37) принимает вид

2:
т

h 2:
n

(3
af(x, у)

I O(hs+"f+1 )aivk i== i
д

 .'Vk+l i+ .

. . у X Xk+l ,
t==l t==O Y==Y(Xk+l i)

(39)

Следовательно, в силу леммы, решение Vk уравнения (39), отвечающее HY 

левым начальным условиям, имеет порядок O(hS+"f). Обозначим через

решение уравнения

Vk l== h t (3i df ;
у) I X==Xk+l i

. Vk+l i, (39')
i==O Y==Y(Xk+l i)



отвечающее начальным условиям

Vo == Vo == О,

Vk == Vk == бk и(Xk) ==  и(Xk)== O(h
s+ 1

), k ==  1,..., (B 1).

в результате непосредственноrо подсчета при помощи уравнения (39')
можно убедиться, что имеет место оценка Vk == O(h

s

+I').
Теорема доказана.

С л е Д с т в и е. Та'К:и.м образо.м, раве'Нство (26) .можно nереnисатъ в

следующе.м виде:

Xk

бk == h
S t Xjhj lJ П(€, Xk) d;;s  €)d€ + O(h

s

+I'), (26')
j==l а

2де П .матри'Цант .матри'цыl af X,Y)I .

У у==у(х)

Аналоrично доказывается следующая

Теорема 3. Если

а) раз'ност'ныlu оператор L(Yk) и.меет стеnе'Нъ 8 1,

б) 'К:ОрН1L хаJ!а'К:тр-J!ur.тU"lеС'К:О20 уравнения ра3'НостНО20 оператора
m

L aiYk iпо .модулю 'Не nревыаютт еди'ни'цыl' npи"le.м те из 'Них, .модулъ
i==l

'к:оторыlx раве'Н еди'Ни'Це, nростыl,'

в) ве'К:тор фу'Н'К:'Цuяf (Х, У) и.меет 'неnреры'нъlеe "lаст'ныle nроизвод'ныle до

nоряд'К:а (28 + 1),
то для nО2решности .метода и.меет .место следующее аси.мnтоти"lес'К:ое

разложе'Ние:

Xk

б == hS Кl

J П( С Х )
ds+ly(€)

dC + O (hs+l )k
Во

.", k

d S+l'"
.

а

(40)

Формула, аналоrичная (40), приводится в статье [41, rде она получает 

ся для схем специальноrо вида в предположении об аналитичности пра 

вых частей уравнения (1) и при допущении о сходимости некоторых рядов,

встречающихся в процессе доказательства.

4. Остановимся вкратце на вопросе о влиянии вычислительных по--
*

rрешностей на асимптотические формулы (26) и (40). Пусть Yk обозначает



численное решение задачи (2), получаемое каким либоопределенным спо 

*

собом, И пусть 'r/k определяется равенством 'r/k == L(Yk)' Тоrда, как леrко

*

видеТЬ, уравнение относительно поrрешности Yk запишется в виде

m n
*

L aiDk l== hL f3iFk+l iDk+l i+ h
s+ 1

p(Y(Xk), h) + ryk, (30')
i O i O

* *
*

rде Dk == Yk Y(Xk) поrрешность Yk, матрица Fj определяется paBeH 

ством, подобным (25).
В связи с тем, что уравнение (30) почти совпадает с (30'), в результа 

те почти буквальноrо повторения доказательств теорем 2 и 3 получаются

следующие предложения.

*

А. Если в условиях теоремы 2 при построении Yk начальные значения

вычисляются с поrрешностью порядка O(h
S+I'+l) и счет ведется так, что

ryk == O(h
S+I'+l), то имеет место асимптотическое разложение

Xk

Dk == h
S t Xjhj lJ П( ,Xk) dS;;s  Od + O(hs+I'). (26')
j l а

*

Б. Если в условиях теоремы 3 при построении Yk начальные значения

считаются с поrрешностью порядка O(h
S+ 1

), а счет ведется с выполнением

условия 'r/k == O(h
s+2

), то имеет место асимптотическое разложение
2)

D. h' 7 rщ;, Xk) d:: ;(;)d< + O(h'+1)
а

(40')

Эти результаты вполне соrласуются с тем представлением (возникшим
в Процессе вычислительной практики), соrласно которому счет можно Be 

сти так, чтобы вычислительные поrрешности были несущественными по

сравнению с поrрешностями метода (см. также [5]).

2)Как нам стало известно в период оформления статьи, Н. П. Салиховым был получен

аналоrичный результат.



2. ВЫВОД апостериорноrо асимптотическоrо представления

поrреlUНОСТИ метода

Если предполаrается наличие точноrо решения Yk, k == 0,1,..., за 

дачи (2), то для построения асимптотическоrо представления поrрешно 

сти метода открывается друrая возможность. Она состоит в эффективном
построении континуальноrо заполнения у(х, h) дискретной функции Yk,

k == 0,1,..., и в использовании этоrо заполнения для получения эффек 
тивноrо асимптотическоrо представления поrрешности метода.

1. К о н т и н у а л ь н ы м за п о л н е н и е м Д и с к р е т н о й Ф у н к

Ц и и Yk, k == 0,1,.. .,
мы будем называть такую функцию у(х, h), которая

определена на отрезке от крайнеrо левоrо до крайнеrо правоrо из узлов,

rде определена функция Yk, k == 0,1,..., и удовлетворяет условиям

у(х, h) == Yk, k == 0,1,... (41)

Ясно, что для построения континуальных заполнений дискретных функций
MorYT использоваться различные способы интерполирования.

Если уравнение (2) имеет степень 8 и вектор функцияf(x, У) имеет

непрерывные частные производные по всем aprYMeHTaM до 8 roпорядка

включительно, то для упомянутоrо решения Yk можно построить контину 

альное заполнение так, чтобы выполнялось условие

б(х, h) == у(х, h) Yk == O(h
S

). (42)

Приведем одно из таких заполнений. Для этоrо разобьем узлы, в кото--

рых определена функция Yk, на rруппы по (8 + 1) подряд лежащих УЗJIОВ,

начиная с узла хо, и рассмотрим какую либоиз ЭТих rрупп, начинающуюся

узлом xv. По значениям функции Yk в этих узлах построим интерполяци 

онный полином Ньютона:

ДУv дsYv
N(x) == Yv + (х XV)T +... + (х Xv)... (х Xv+s l)

8!hs
(43)

и положим у(х, h) равной значению соответствующеrо полинома N(x) в

точке х. Для доказательства оценки (42) построим вспомоrательный ин 

терполяционный полином Ньютона N(x) по значениям функции у(х) в тех

же узлах Xv, xv+l,... , Xv+s. Далее оценим каждое слаrаемое суммы

б(х, h) == [Й(х) N(x)] + [N(x) у(х)]. (44)



Выписывая остаточный член для интерполяционноrо полинома N(x),
получим

у(х) N(x) == (х х",)... (х x",+s)y(x; Хо;...; X"'+S) == O(h
S

). (45)

Имея в виду равенство

)
ь"б", ь"Sб",

N(x) N(x) == б", + (х х'" h
+ ... + (х х",)... (х X",+s l)

s!hs

и учитывая оценку бk == O(h
S

), получаем

Й(х) N(x) == O(h
S

). (46)

Из соотношений (44), (45) и (46) вытекает оценка (42). Что и требовалось.
Ясно, что задача континуальноrо заполнения дискретной функции

решается неоднозначно.

2. Пусть для решения Yk, k == 0,1,..., задачи (2) построено контину 

альное заполнение у(х, h), реализующее оценку (42) и дифференцируемое
всюду, за исключением, быть может, конечноrо числа точек. Тоrда задачу

построения апостериорноrо асимптотическоrо представления поrрешности

метода решает следующая

Те о р е м а 4. Если

а) раз'Ност'Ное уравне'Ние (2) и.меет стеnе'Нъ s 2,

б) 'К:ор'Ни хара'К:теристи"lеС'К:О20 урав'Не'Ния раз'Ност'НО20 оператора
m

L aiYk iпо .модулю не nревышают еди'Ницы, npU"leM те из 'Них, .модулъ
i==O

'К:оторых равен еди'Нице, nростъtе,

в) ве'К:тор фун'К:цияf (х, У) и.меет 'НеnреръtВнъtе "lастные nроизводнъtе по

все.м аР2у.мента.м до nоряд'К:а s,

то для nО2реш'Ности .метода справедливо следующее аnостериор'Ное acи.мn 

тоти"lес'К:ое разложение (см. [6]):

бk == hs;j;(Xk' h) + O(h
2s

), (47)

npи"leM фУ'Н'К:ЦUЯ 'Ф(х, h) 'Находится 'К:а'К: решение уравне'Ния

d'ljJ
==

af(x, У)
I ;j; + 8(х, h)

dx ду y==y(x,h) hS
' (48)



отве"lающее нулевому на"lалъному зна"lению, 2де 3)

( )
dy(x,h)

( ( )8 х, h ==

dx
f х, у х, h ). (49)

д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в уравнение (1) векто функцию
у(х, h); в результате этоrо получится тождество

dY  h)
== f(x, у(х, h)) + 8(х, h), (50)

причем функция 8(х, h) может быть эффективно вычислена по форму 
ле (49). Вычитая из (50) тождество (1), получим

dJ(x, h)
dx

== Р(х, h)J(x, h) + 8(х, h), (51)

rде

Р(х, h) ==
af(x, у)

I ' (52)
ду y==y(x,h)+8(x,h)x8(x,h)

.

причем О(х, h) == {о(1)(х, h),... , O(N)(x, h)} обозначает вектор средних

значений О < O(i)(x, h) < 1.

Так как о(а, h) == О, то из тождества (51) получается

х

о(х, h) == J П(€, x)8(€, h) d€, (53)
а

rде П матрицант матрицы Р(х, h).
Вводя в рассмотрение функцию

х

Тj(x,h) == J 8((, h) d(, (54)
а

для которой, как вытекает из (42) и (51), имеет место оценка

Тj(x, h) == O(h
S

), (55)

3)в случае s == 1 теорема сохраняет силу при наличии у функции f(x, у) оrраниченных
вторых частных производных.



перепишем правую часть равенства (53) в виде

х

J П(€, х) dТj(€, h).
а

Отсюда в результате интеrрирования по частям находим

х

б(х, h) == Тj(x, h) П(а, x)Тj(a, h) + J p(€, h)П(€, x)Тj(€, h) df.. (56)
а

Учитывая оценку (42), из равенства (52) находим, что

Р(х, h) ==
af(x, у)

I + O(h
S

)
ду y==y(x,h)

(57)

и

П(€, х) == П(€, х) + O(h
S

),

rде n матрицант матрицы af X,у) I .

у y==y(x,h)

После этоrо из (57) получается апостериорное представление для б(х, h)
в виде

(58)

б(х, h) == Тj(x, h) П(а, x)Тj(a, h)+
х

+ J
Df

(€,%;€, }L)) п(€, x)Тj(€, h) df. + O(h
2s

),
а

что и требовалось доказать.

Отметим, что функция ф(х, h) из выражения (47) может быть записана

в виде

ф(х, h) == ij(x, h) П(а, x)ij(a, h)+

х

+ J дЛ€,%;€,
h)) П(€, x)ij(€, h) df., (59)

а



rде
х

Тf(x, h) ==  BJ [dY  h) f(€, y(€, h))] d€.
а

(60)

Поступила в редакцию 30.03.1962
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ОДНОРОДНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ

НА НЕРАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ

А. Н. Тихо'Нов, А. А. Самарс'К',ии

(Мос'К',ва)

При решении разностными методами различных дифференциальных
уравнений широко используются неравномерные сетки. Однако вопрос о

сходимости разностных схем на неравномерных сетках изучен мало.

Простейшие примеры показывают, что часто применяемый критерий

для суждения о качестве разностных схем равномерная оценка или oцeH 

ка в среднем поrрешности аппроксимации схемы в случае неравномерных

сеток оказывается несостоятельным и может дать неверное представление

о порядке точности схемы.

Рассмотрим для дифференциальноrо уравнения

Lu == и" + f(x) == О (О < х < 1), и(О) == и1, и(l) == и2 (1)

две разностные схемы на произвольной неравномерной сетке:

IJ)N=={Xi, i==O,l,...,N, Хо==О, xN==l}.

1 А . == (
УН1 Yi Yi Yi l

) + f. == О. 1Y 
f'4 hH1 hi

 ,

rде Yi == Y(Xi), hi
== Xi Xi l,f'4 == 0,5(hi +hH1 ); поrрешность аппроксимации

этой схемы:

УО
== и1, YN

== и2,

"/. А L
hi+1 hi 111

O(h
2
) O(h

2
)<р1

== 1 ui Ui ==

3
ui + i + Н1,

т. е. схема имеет первый порядок аппроксимации. Однако в 9 2 будет пока 

зано, что эта схема обеспечивает второй порядок точности на произвольной

неравномерной сетке

 ?

Ily иll o == шах IYi и(Xi) I :::; 1\11 h  ,
l i N l

(2)



rде h средний квадратичный шаr сетки:

(
N

)
1/2

h == hfhi

z==1

2. Иноrда применяется следующая схема:

Л2У == (УНl
Yi Yi Yi 1

) + fi == О, у(О) == Щ, y(l) == и2,
hi+ 1 14.+ 1 14.

rде

hi == Xi Xi l, 14. == 0,5(hi + hi+l), Yi == Y(Xi), Xi == 0,5(Xi + ХН1)'

Вычисления дают

( ) I
hi+2 2hi+l + hi 11

( ) О( ) О( )'Фi == Л2Ui Lu
  .

==

4h
Щ + О hi + hi+l + hi+2,

x x,
i+1

т. е. схема, вообще rоворя, не аппроксимирует уравнение (1), если сетка

произвольна. Однако в п. 5 9 2 показано, что

Ily u(x)llo Mllhll , Ilhllo == m hi (теорема 4),
z

(3)

т. е. схема Л2 имеет второй порядок точности на произвольной сетке.

Нетрудно заметить, что в случае равномерной сетки hi == h == l/N обе

схемы совпадают.

Как было показано в [11, для однородных схем в случае дифференци 
альноrо уравнения

d

(
du

)dx
k(x)

dx
q(x)u + ЛХ) == О

с разрывными коэффициентами точность разностной схемы в конечном

счете определяется не локальной, а интеrральной поrрешностью аппрок 

симации, характеризуемой нормой

N
.

11",11з h I Е "'kh I (4)

Норма подобноrо типа, как выясняется в этой работе, является рацио 

нальной и для оценки точности однородных разностных схем на HepaBHO 

мерных сетках.



Изучение однородных разностных схем на неравномерных сетках мы

проводим на примере краевой задачи

L(k,q,f)u == (k(x)u')' q(x)u + J(x) == О, 0< х < 1,

} (5)
и(О) == Щ, и(l) == и2.

Мы рассматриваем семейство однородных консервативных трехточеч 

ных разностных схем стандартноrо типа, определяемых производящим

функционалом:

1

(ay3Jx ==

h

Ау == L k,q,f)y== (ay3Jx dy + r.p == О,

[
(+1)

(
(+1)

) (
( 1»

) ]
а у  y ay у

h+1 h'
1i == 0,5(h + h+1)'

Коэффициенты а, d, r.p схемы определяются при помощи тех же шаблонных

функционалов А[р,(8)] ( 1:::;; 8:::;; О), D[p,(8)], Р[р,(8)], ( 0,5:::;; 8 :::;; 0,5), что

и в случае равномерных сеток в [1]:

а == A[k(x + 8h)], d == D[q(x + (8 + Ь.)п)],

л
==

h+1 h
u

4п'r.p == ри(х + (8 + Ь.)п)],

в 9 1 рассматривается семейство однородных разностных схем на HepaB 

номерных сетках, изучаются свойства разностной функции rрина и дается

вывод необходимых для дальнейшеrо априорных оценок.

В 9 2 изучается точность однородных разностных схем на произвольной

последовательности неравномерных сеток. В классе rладких коэффициен 
тов рациональной характеристикой неравномерной сетки является ее cpeд 

ний квадратичный шаr h == IIhll 2 ; в этом случае наши схемы имеют второй

порядок точности относительно h, т. е. Ily ullo :::;; 1vlh
2

.

В п. 4 IIоказано, что и в классе разрывных коэффициентов наши cxe 

мы имеют на неравномерных сетках тот же порядок точности, что и на

равномерных сетках. Точнее, если k(x), q(x) и f(x) имеют разрывы 1 рода,

в некоторой окрестности точки == хn + Ohn+1 (О :::;; О :::;; 1), то справедлива

оценка

Ily ullo :::;; 1v1h 2
+ M'(h:; + h:;+l + h:;+2)'



rде х == 1 для произвольной схемы из рассматриваемоrо семейства, х == 2

для схемы, шаблонные функционалы А, D, F которой имеют вид

[/
0

ds

]
1

A[p;(s)] ==

p;(s)
,

 1

0,5

D[p;(s)] == F[p;(s)] == / p;(s) ds.

 O,5

Из этой оцснки можно сделать выводы о выборе сетки вблизи фиксирован 
ных точек разрыва функций k, q, f.

Полученные в 9 2 результаты позволяют освободиться от требования

hi+l
О < М1 :::;; Т :::;; М2,

используемоrо в [2].
Аналоrичные теоремы о точности однородных разностных схем на

неравномерных сетках получаются для MHoroMepHoro уравнения эллипти 

ческоrо типа

р
а

(
аи

)L аХа
ka(Xl"'" Х

р )
аХа

q(Xl"", хр)и + f(Xl"", Х
р ) == О.

а==1

в этом случае при построении соответствующих априорных оценок исполь 

зуется метод ИI-Iтеrральных (энерrетических) неравенств.

Следует отметить, что разностные схемы частноrо вида на HepaBHOMe 

ных сетках рассматривались в ряде работ (см., например, 13]). Однако при

оценке точности разностных схем на неравномерных сетках использова 

лас}, нпрма 11 /)llo == т I'I/чl, которая не позволяет выяснить фактический
порядок точности.

1. Однородные разностные схемы на неравномерной сетке

1. И с х о Д н о е с е м е й с т в о о Д н о р о Д н ы х с х е м

Рассмотрим первую краевую задачу для дифференциальноrо уравнения

L(k,q,f)u == ddx [k(x) ] q(x)u + f(x) == О, 0< х < 1,

} (5)
и(О) == Щ, и(l) == и2,

rде k(x) Сl > О, q(x) О, Сl постоянная.



Класс краевых задач (5) определен, если указаны семейства функций,
которым принадлежат функции k(x), q(x), J(x). Следуя [1], будем обозна 

чать через с(т) [а, Ь] класс функций, имеющих на отрезке а :::;; х :::;; Ь

непрерывную m юпроизводную; Q(m) [а, Ь] класс функций, кусочно 

непрерывных на [а, Ь] вместе с производными до m roпорядка включитель 

но; c(m,l) [а, Ь] класс функций, у которых m япроизводная удовлетворяет

на [а, Ь] условию Липшица; Q(m,l) [а, Ь] класс функций из Q(m), т япро--
изводная которых на интервалах ее непрерывности удовлетворяет условию

Липшица. Если в некоторой точке Е (0,1) функция k(x) Е Q(O) [О, 1] имеет

разрыв 1 рода (kл == k( О) t= kn == k( + О)), то в этой точке выполняются

обычные условия сопряжения

[k ] == О при х ==  .

Разбивая отрезок [0,1] точками ХО == О, Xl,... , Xi,... , XN == 1 на N ча 

стей, получим разностную сетку I.JJN == {Xi}. Шаr сетки hi == Xi Xi 1явля 

ется, вообще rоворя, произвольной сеточной функцией, удовлетворяющей
лишь условию нормировки

[и] == ип ил == О, (6)

N

Lhi
== 1.

i=1

Если все hi == h == l/N (i == 1,2,..., N), то сетка I.JJN == I.JJh равномерна.

Пусть Yi == Y(Xi) некоторая сеточная функция. В дальнейшем индекс i

будем, как правило, опускать и писать

(7)

у == У(Х) == Yi,
(+1) ( 1)
У == Ун1, У == Yi 1 (х Е I.JJN ).

Введем обозначения для «разностных производных>>

( 1) (+1) (+1)
Yi Yi 1 У У У У У У h+l

ух ==

hi h
Ух ==

h+1
Ух ==

fi
==

тУх,

rде fi == 0,5(h + h+1), h == hi , h+1 == hi+1' Torдa разностный оператор

Л
1

[
ai+1(Yi+1 Yi) ai(Yi Yi 1)]Yi  

hi+1 hi

Можно записать в удобной форме

Ау == (аух)х.

На равномерной сетке Ау == (аух)х.



Задача (5) неоднократно рассматривалась нами (см., например, [1]) для
случая равномерных сеток. В работе [1] показано, что в семействе OДHOpOД 

ных схем стандартноrо типа только консервативные схемы

Ау == L k,q,f)y== (аУзJх dy + ер, (8)

коэффициенты которых определяются при помощи шаблонных функцио-
налов

Ah[p,(8)] ( 1:::;;8 :::;; О), Dh[p,(8)] ( 0,5:::;;8 :::;; 0,5),

Fh[p,(8)] ( 0,5:::;;8 :::;; 0,5)

по формулам

а == а(х) == Ah[k(x + 8h)], d == Dh[q(x + 8h)], ер == Fh[J(x + 8h)],

сходятся в классе разрывных коэффициентов 1)
.

На неравномерной сетке мы будем рассматривать также только KOH 

сервативные стандартные схемы (каждый коэффициент которых зависит

только от одноrо коэффициента дифференциальноrо уравнения):

Ау == (аУзJх dy + ер. (9)

в силу консервативности схемы коэффициент a(xi) зависит только от

значений k(x) на отрезке [xi hi , xi] сетки WN:

ai == Ah[k(Xi + 8hi )] или а == Ah[k(x + 8h)],  1 8 :::;; О.

Коэффициент d (и ер) определяется значениями функции q(x) и(х))
на отрезке [х 0,5h, х + 0,5h+ 1 ]. Поэтому если мы хотим воспользоваться

тем же шаблонным функционалом Dh
[p,(8)], что и на равномерной ceT 

ке, то при выводе формулы для d нужно поместить центр 8 == О шаб--
1

лона  0,5 :::;; 8 :::;; 0,5 в среднюю точку х == х + 4:(h+1 h) отрезка

[х 0,5h, х + 0,5h+1], полаrая

d == Dh[q(x + 817,)]. (10)

l)Однородная разностная схема, записанная в безындексной форме, представляет
собой, по существу, производящий функционал (см. [1]).



При этом преобразование сдвиrа имеет вид

х' == х + 8п == х + (Ь. + 8)п,

так что вместо (10) можно написать

d == Dh[q(x + (8 + Ь.)п)], ь. ==
h+1 h

4п
(10')

и, аналоrично,

ер == Fh[J(x + (8 + ь.)п)] .

Индекс h указывает на зависимость шаблонных функционалов от сетки,

т. е. в случае неравномерной сетки от двух параметров h, h+l' Если шаб--
лонные функционалы схемы не зависят от сетки, то мы будем их назы 

вать, по аналоrии с [1], каноническими функционалами и

обозначать через A[J.L], D[J.L], F[J.L], а соответствующую схему Ау к а

н о н и ч е с к о й с х е м о й. В дальнейшем все изложение проводится для

канонических схем (9), у которых

а == A[k(x + 8h)], d == D[q(x + (8 + Ь.)п)), ер == F[J(x + (8 + Ь.)п)].

Таким образом, мы будем рассматривать следующее семейство консер..-

вативных однородных разностных схем, определенных на неравномерных

сетках:

Ау == (ay3Jx dy + ер, (11)

а == A[k(x + 8h)] ( 1:::;;8 :::;; О),

d == D[q(x + (8 + Ь.)п)], ер == F[f(x + (8 + ь.)п)] ( 0,5:::;;8 :::;; 0,5),

rде

ь. ==
h+ 1 h

4п
.

Шаблонные функционалы определены на классе кусочно--непрерывных

функций J.L Е Q(O) и удовлетворяют требованиям (см. [1]):

1) A[J.L(8)] неубывающий (А [J.L2] А [J.Ll] при J.L2 J.Ll), нормирован 

ный (А[l] == 1) однородный функционал первой степени (А [CJ.L] == cA[J.L],
с == const > О), имеющий второй дифференциал;

2) D[J.L(8)] и F[J.L(8)] линейные нормированные (D[l] == 1, F[l] == 1),
неотрицательные функционалы (D[J.L] О, F[J.L] О при J.L О);



3) выполнены необходимые условия 2 roпорядка аппроксимации на

равномерных сетках

Al[S] ==  0,5, D[s] == F[s] == О, (12)

rде A1[J] == Al[l, J] первый дифференциал функционала A[J.L] в точке

J.L == 1.

Эти условия определяют исходный класс ццнородных разностных

схем (11), для которых в дальнейшем проводятся все исследования.

2. Раз н о с т н ы е к р а е в ы е з а Д а ч и

Исходной задаче (5) ставим в соответствие следующую разностную

задачу:

Лу == (ау.х)х dy + ер == о при

и(О) == Щ,

Х == Xi, О < i < N,

}и(l) == и2,

(13)

Из условий k Cl > О, q о и свойств шаблонных функционалов
следует

а Cl > О, d О.

Чтобы выяснить вопрос о точности решения задачи (13) мы должны oцe 

нить сеточную функцию z == у и при неоrраниченном дроблении сетки,

т. е. при Ilhllo О. Функция z, очевидно, является решением задачи

Лz == (a.zx)x dz ==  1/J, z(O) == О, z(l) == О, (14)

rде 1/J == Ли L(k,q,f)u есть поrрешность аппроксимации нашей схемы Ли,
вычисленной для решения и == и(х) дифференциальноrо уравнения (5).

Для выяснения вопроса о сходимости и точности схемы (13) мы сначала

вычислим поrрешность аппроксимации 'Ф, а затем найдем оценку функции
z через 1/J (априорную оценку).

3. П о r реш н о с т ь а п про к с и м а Ц и и н а н е р а в н о м е р н о й

сетке

Рассмотрим поrрешность аппроксимации

1/J == Ли L(k,q,f)u == [(аих)х (ku')'] (d q)u + ер f. (15)



Во введении мы указывали, что на неравномерной сетке порядок ап 

проксимации разностных схем, вообще rоворя, понижается. В самом деле,

рассмотрим частный случай k == 1, d == q, ер == f, так что 'Ф == ихх и". Из

формул

(+1) , 2"
1 з '"

О(
4

)и == и + h+1U + 0,5h+1U +"6 h+1U + h+1'

(;1) == и hu' + О 5h2u" hЗи'" + O (h
4

)'6 '

u: == и' О 5hu" + h
2
u

lll
+ О (h

З
)х ,

6
'

h2 h2

и == и" + +1
и'" + O(h

2
) + O(h

2
)хх

6п +1

следует, что

'Ф == (h+1 h)u'" + O(h
2
) + O(h l)'

т. е. 'Ф == O(h) + O(h+1) при h i= h+1 и 'Ф == O(h
2
) на равномерной сетке

(h == h+1 ).
В [1] было показано, что и в случае равномерной сетки схема, удовле 

творяющая необходимым условиям BToporo порядка аппроксимации (12),
имеет лишь первый порядок аппроксимации, если k(x) Е с(l,l), И тем

не менее эта схема имеет второй порядок точности. Понижение порядка

7/) на равномерной сетке может быть связано также с понижением paHra

ТА (см. [1]) функционала A[J.L(8)]. Если paHr ТА == 3 и k(x) Е С(2,1) [О, 1],
q, f Е С(l,l)[О, 1], то'Ф == O(h

2
) на равномерной сетке. В случае HepaBHOMep 

ной сетки даже при этих условиях 7/-1 == O(h) + O(h+1)'
Найдем разложение сеточной функции (15) по степеням h и h+1' Если

q, f Е с(1,l)[О, 1], то в силу линейности функционалов D, F можно написать

d(x) == D[q(x + (8 + ь.)п)] ==

== q(x) + liq'(x) (D[8] + Ь.) + O(h
2

) + O(h l)==

== q(x) + (h+1 h)q'(x) + O(h
2
) + O(h l)'

(D[8] == О, ь. ==

4

1

п
(h+1 h) ), (16)

1

'Р(х) == F[f(x + (8 + ь.)п)] == f(x) + 4: (h+1 h)f'(x) + O(h
2
) + O(h l)'(17)



Л е м м а 1. ПО2решносmъ annpo'К:cu.мaции любо'й схе.м'Ь! Ли из иcxoд 

НО20 'К:ласса для k, q, f Е с(l,l) и nроизволъно'й неравно.мерно'й сеm'К:и I.JJN
.можно nредсmавиmъ в виде

ф == Ли L(k,q'Ли == J.Lx + ф*, (18)

2де

h2
, 2 2 2

J.L
== аи-з; ku' +

"8 qu, J.L == O(h), ф* == O(h ) + O(h+l)' (19)

ku' == ku'lx==x, х == х O,5h, а и == и(х) есmъ решение дифферен'U,иалЪНО20
уравнения L(k,q'Ли == О.

Из уравнения (ku')' == qu f и условий q, f Е с(l,l) следует, что

(ku')" == (qu Л' Е с(О,l).

Поэтому можно написать

ku' == ku' 0,5h(ku')' + (ku')" + O(h
3
),

(k( })')== ku' + 0,5h+l(ku')' + h l(ku')"+ O(h l)'

Отсюда находим

(ku')' == ( ku')x 8

1

п (h l h
2
)(ku')" + O(h

2
) + O(h l)==

== ( ku' h
2

(ku')")x + O(h
2
) + O(h l)' (20)

так как

(h l h2
)(ku')"

== ! (h2 (k
'

)
"

) + O (h
2

)
8п 8

и
х +1

.

Пользуясь (16) и (17), аналоrично преобразуем  (d q)u + r.p f:

(d q)u == (h+l h)q'u + O(h
2
) + O(h l)==

1 h2 h2
==

+1
q'u + O(h

2
) + O(h

2

+ 1 ) ==

8 п

== (h
2
q'u)x + O(h

2
) + O(h l)' (21)

r.p f == (h
2
f')x + O(h

2
) + O(h l)' (22)



Подставляя (20) (22)в (15), получим (18), rде

J.L
==

aUx ku' + h2
[(ku')" q'u + f'].

8
(23)

Из дифференциальноrо уравнения L(k,q,f)u == О находим

(ku')" q'u + f' == qu'.

После подстановки этоrо выражения в (23) формула для J.L принимает вид

J.L
== aUx ku' + h2

qu'. (19)

Проведенное преобразование справедливо при любых а. Предположим
теперь, что А имеет второй дифференциал (второй paHr) и удовлетво--

ряет необходимым условиям BToporo порядка аппроксимации A[s] == 1,
Al [s] ==  O,5.

Разлаrая а(х) по степеням h в окрестности точки х == х O,5h (см. [1])

а(х) == A[k(x + (s + O,5)h)] ==

== k(x) + hAl[S + O,5]k'(x) + O(h
2
) == k(x) + O(h

2
)

и замечая, что ux
== и'(х) + O(h

2
), находим

aUx ku' == (f O(h
2
))(и, + O(h

2
)) ku' == O(h

2
), т. е. J.L == O(h

2
).

Если A[k(s)] имеет третий paHr и k(x) Е C(2.1), rде т > 1, то

{
k"

(
1

) (k' )2 }а(х) == k + h
2

2 Al[s2]  "4
+

k
A2[S] + O(h

3
),

h2
3

u-=c == и' + и'" + O(h )х 24
'

J.L == (а2и' + ku'" + qu' ) h2 + O(h
3
) == J.Ll(x)h

2
+ O(h

3
),

24 8

rде

k"

( 2 1

)
( k' )2

а2 == Al[S] +  A2[S].
2 4 k

Отсюда следует, что

ф == (h+l h)J.Ll(X) + O(h
2

) + O(h l)'



т. е. схема всеrда имеет первый порядок аппроксимации, если сетка WN

произвольна. При специальном выборе сетки, коrда выполнено условие

h+1 h == O(h
2
), получаем Ф == O(h

2
).

4. Раз н о с т н а я Ф у н к Ц и я r р и н а

Перейдем теперь к оценке решения задачи

Az == (az:iJx dz ==  ф, z(O) == О, z(l) == О, (14)

О < Сl а c , О d С2.

Нас будет интересовать случай, коrда ф(х) имеет вид

ф(х) == J.Lx + ф*(х).

Для построения априорных оценок решения задачи (14), по аналоrии с [1],
используется разностная функция rрина.

Будем пользоваться следующими обозначениями для сумм и норм

(см. [4]):

N l

(y,v) == L Уiщhi,
i==l

N l

(у, v)+ == L Уiщhi+1,

i==l

N l

(у, v)* == L YiVin';',
i==l

N

(у, v] == L Уiщhi,
i==l

Ilyllo == m IYil,

IlylllТ == (1, lyllТ)l/lТ или IlylllТ == (1, lyllТ)+1/lТ

,

IIYxll lТ
== (1, IYxl

lТ]l/lТ, а == 1,2,

rде у
== у(х), V == v(x) произвольные сеточные функции.

Приведем некоторые простейшие формулы (см. [4]):
1) формула суммирования по частям:

* + ( 1)
I

(+1)
1(у, Vx ) == (у, vx ) ==  (v,ух) + у V

х==l y
V х==О==

(+1)
== (v,yx]+yvlx==l yV Ix==o; (24)



2) первая разностная формула rрина:

(у, (avx)5J* == (у, (avx)x)+ ==  (a,YxVx] + ayvx IX==l (t,1)YVx Ix==o; (25)

3) вторая разностная формула rрина:

(у, (avx)x)* == (v, (аух)х)* + a(yvx vYx) IX==l (t1 )
(yvx vYx) Ix==o (26)

или

* *

I
(+1)

I(y,Av) == (v,Ay) + a(yvx vYx) x==l а (yvx vYx) х==О' (26')

Введем разностную функцию rрина с(x, )задачи (14) при помощи

условий

o(x, )

}
АС == (a(x)Cx(x, ))x d(x)C(x, )== '

(27)

C(O, )== О, C(l, )== О,

rде o(x, )== 1 при х ==  ,o(x, )== О при х =1= (зависимость C(x, )от сетки

явно не указывается). Полученное в [1] выражение

{
a(x);3( )

а(l)
C(x, )==

a( );3(x)
а(l)

при х:::;;  ,

(28)

при х

сохраняет силу и в случае неравномерной сетки, если а(х) и ;3(х) ОПреде 

лить как решения следующих задач с начальными условиями:

Аа == (aa ) da == О
х х , а(О) == О,

;3(1) == О,

(+1)
а ах Ix==o== 1, (29)

(30)А;3 == (аfЗx)х d;3 == О, аfЗx IX==l == 1.

Полаrая во второй формуле rрина у == а, v ==;3, находим

а(l) == ;3(0), а(;3ах аfЗx) == а(l) при 0< х :::;; 1.

Из формулы (28) видно, что функция rрина симметрична:

C(x, )== C( ,х).



Положим в (26') у(х) == С(х,  ),v(x) == z(x), rде z(x) решение за 

дачи (14). Обе функции удовлетворяют однородным rраничным условиям,

поэтому подстановки при х == О и х == 1 равны нулю. Учитывая уравн!?

ния (29), (30) и симметрию функции rрина, после замены х на и на х

получим формулу

z(x) == (С(х,  ), ( ))*или z == (С,  )*, (31)

которая будет использована ниже для вывода априорных оценок решения

задачи (14). Для этоrо нам понадобятся оценки функции rрина C(x, )и
ее разностных производных Сх , С(" Cx '

л е м м а 2. ДЛЯ разностной фун'К:ции rpUHa C(x, )зада"lи (14) и ее

разностН'Ьtх nроизводных СХ ' С(, справедливы оцен'К:и

о C(x, ) Мl, ICx(x,OI М2 , IC(,(x, )1 М2, (32)

ICx (x, )I M при -=1= х,

IhCx (x,x)1 Mf, (ICx (x, )I,1) Мз,
(33)

2де

1
Мl ==

 ,
Сl

М
Сl + С2

2 ==

d
'

1

М
, (d1 + С2)(1 + с2dз )
з 2 '

С1

,
h
vc;тc;

сз==s  ,
уСl С2

M
" l+c +С2
з ,

Сl
МЗ == lVI + Mf.

д о к а з а т е л ь с т в о Оценки (32) получены в [1] для равномерной
сетки. Пусть СО функция rрина задачи (14) при d == О. в этом случае

i N

ai == а? == L
hk  ,fЗi == rз2 == L

hk

k==l
ak Сl

k==i+l
ak Сl

и из (28) следует, что

о 1
С   ,

Сl

о 1

IC-z1   ,
., Сl

о 1
IC I  ,х

cl

так как

о о 1
а (х) а (1)  ,

Сl

о о 1

fЗ (х) fЗ (О)  .

Сl



Пользуясь затем неравенством G сО, а также формулами

C(x, )== cO(x, ) (Co(x,s),d(s),C(s, ))*, С
х

== C (C ,dC)*,
получаем (32). Для оценки cx используется формула (28), а также

оценки (см. [11):

о < а(х) а(l) при О < х 1,

0< {з(х) {З(О) == а(l) при О х < 1,

1
, JC2/Cl

с'.
а(l) Сз == sh

JClC2
'

1 Clc2

Вычисления дают:

ах(х) c'l + С2
.

а(l) Cl

I
ax(x)%( )

а(l)
Cx (x, )== а ( )fЗx(х)

а(l)

при х <  ,

при х >  ,

1 а(х)fЗx(х)
Cx (x,х) ==

a(x)h(x)
+

а(l)
,

IC ( С ) I
(с; + С2)(1 + С2с3)

== М
, ...L С

х{ х,,>",, 2 З, Х ,,>,
C
1

h IC ( ) I
1 + h(c + С2) 1 + с; + С2

М
"

 {х,
х з,Х

Cl Cl

(ICx (x, )I,1) M + м; == Мз .

Лемма доказана.

5. А при о р н ы е о Ц е н к и

л е м м а 3. Если ф(х) имеет вид

Ф == J.Lx + ф*,

то для решения зада"lи (14) сnраведлив'ы о'Цен'К:и

(18)

Ilzllo M2 (11J.L111 + IIФ*llз),

Ilzllo М111Ф*111 + M2 11J.L111,

(34)

(34')



2де
N l N l

111jJ*llз == L hi L 1jJ;/ k,
i== 1 k==i

N

IIpl11 == (1, Ipl] == L Ipilhi.
i==l

Пользуясь формулой (31), находим

z == (С, p )*+ (С, 1jJ*)*. (35)

Оценим каждое слarаемое отдельно. В силу (24) и (27) можно написать

(С, Р[)* == (С, P€)+ ==  (C ,р],

так как подстановки при == о и == 1 обращаются в нуль.

Учитывая затем (32), находим

I(G,p[)* 1:::;; М2 (1, Ipl] == M211p111' (36)

Вводя функцию 'Тl(x) при помощи условий

'Тl[
== 1jJ* , 'ТlN == 'Тl(1) == О,

найдем

(G,1jJ*)* == (C,'Тl€)+ == (C (x, ),'Тl( ))
и, следовательно,

I(G,1jJ*)*1 :::;; М2(1, 1'Тl1) :::;; M2 11'Тl111 == М2 111jJ*llз, (37)

rде
N l

'Тl(x) == 'Тli == L 1jJ;/ k.
k==i

Из (35), (37) непосредственно следует оценка (34).

Л е м м а 4. Если 1jJ == рх + 1jJ*, то для разностной производной %
решения зада"lи (14) сnраведлив'Ы о'Цен'К:и

11% 110 :::;; Мз llрllо + M2 111jJ* 111, (38)

11% 111 :::;; M2 (llp111 + 111jJ*llз), 11% 112 :::;; M2 (llp112 + 11'Тl112), (39)



Учитывая полученное выше выражение

z == (G (X, ),IL( )]+ (с,1/;*)*,

найдем

%== (GxE,IL] + (сх ,1/;*)* == (GxE,IL] == (GxE>IL]'  hGxE(x,X)IL(x),

rде IL == IL + "1, а штрих означает, что суммирование ведется по всем =1= х.

Пользуясь теперь оценками (33), получим

1%(x)1 M IIILI11+ M{IIL(X)I + M2 111/;*111,

1%(x)1 M (IIILI11+ 11"1111) + M{(IIL(X)I + 1"1(x)I), (40)

11%110 M IIILI11+ M{IIILllo + M2 111/;*111 M311ILll0 + M2 111/;*111,

так как IIILl11 IIILllo. Вторая оценка (39) сразу следует из (40), если учесть,

что

(1, IILI] == IIILI11, (1,1"11] == (1,1"11) == 111/;*11з.

л е м м а 5. Пустъ z == z(x) решение зада"lи (14), npU"le.м, 1/;(х)
и,м,еет вид

1/;(х) ==

ILX + 1/;*(х)

во всех тО"l'К:ах сет'К:и WN' 'К:ро,м,е тО"lе'К: х == хn и х == Хn+1. ТО2да для

z == z(x) въшол.н,яется неравенство

Ilzll o M211ILII + M1 (IILnl + IILn+21)+

+ M1(111/;*II + Ilin1/;n + lin+11/;n+1l) + M2hn+1linl1/;nl, (41)

2де

1
М1 ==

 ,
С1

м
С1 + С2

2 
d

'

1

n N

IIILII == L IILilhi + L IILilhi,
i==l i==n+2

n 1 N l

111/;*II == L l1/;ilщ + L l1/;ilщ.
i==l i==n+2



Пользуясь формулой (31), представим z(x) в виде

z(x) == (G(х, ),ф( ))*== (G(Х, ),fLf( )+Ф*( ))*"+z(x),

rде

z(x) == С(х, хn)фnп-п + С(х, хnн)Фnнп-п+l,

а (G,fLf+Ф*)*" означает сумму по

== Хl,..., Xn 1, Хn+2,... , XN l ( i=хn , хn+l),

Преобразуем сначала z(x):

z(x) == G(х,хnн)(п-пФn + п-пнФnн) G (х,хnн)hnнп-п'Фn,

и воспользуемся леммой 2; тоrда получим оценку

Ilzll o М1 1п-пфn + п-пнФnнl + М2hnн п-пIФnl. (42)

Формула суммирования по частям (24) дает

n

(с, fLf)
*"

== L C (x,Xk)fLkhk 
k==l

N

L C (x,Xk)fLkhk + С(х, Xn)fLn С(х, Xn+l)fLn+2,
k==n+2

так что

I(G,fLf)*"1 M211fLll + M1 (lfLnl + IfLn+21). (43)

Учитывая (42), (43), а также неравенство

I(G,ф*)*"1 МIIIФ*II ,

приходим К оценке (41).
Лемма 5 используется при оценке порядка точности в классе разрывных

коэффициентов (см. 9 2, п. 3).



Аналоrичные априорные оценки получаются и для третьей краевой

задачи

Az == (a.zx)x dz ==  ф,

(+1)
llZ == а Zx O"lZ ==  //1 при х == О,

l2 Z == a.zx + 0"2 Z == //2

О < С1 а c , О d С2,

при х == 1,
(44)

0"1 О, 0"2 О, 0"1 + 0"2 СЗ > О.

В этом случае функция rрина задачи (44), определяемая как решение

уравнения (14), удовлетворяющее краевым условиям llG == О, l2G == О,
имеет вид

{
a(x);3( )

G(x, ) ,,(  (x)
при х  ,

(45)

при х  .

Функции а(х) и ;3(х) определяются условиями

Аа == О
(+1)

ах == 1, lla == О х == О,,
а при

А;3 == О, аfЗx ==  1, l2;3 == О при х == 1.

Выражение для Д == а(;3ах аfЗx) находится при помощи формулы
rрина (26') (см. [41):

1 1
Д == а(l) +  (1+ (d, ;3)*) == ;3(0) +  (1+ (d, а)*),

0"2 0"1

причем а(х) > О, ;3(х) > О. Если, например, 0"1 == О, то а(х) определим из

условий а(О) == 1, ах(О) == О. В этом случае

1
Д == 1 + (а, ;3)* == а(l) +  (1+ (d, а)*).

0"2

Решение задачи (44) можно представить в виде

z(x) == (С(х,  ),ф( ))*+ С(х, 0)//1 + С(х, 1)//2'



Для функции rрина G и ее разностных производных справедливы оценки

0< G М1 , JGx I lvI2 , IG J М2 ,

IGxE (x, )I M при х i=  ,

IhGxE(x,x)1  lvI;, (IGxE(x, )I,l] lvlз==М +М;,
rде М1 ,

М2 , M ,М!{ положительные постоянные, зависящие от С1, С2, сз

И c .Лемма 3 обобщается на случай третьей краевой задачи (44).

Л е м м а 6. Если'ljJ == /-lх+'ljJ*, то для решения зада"lи (44) справедливы
аnриорн'ые о'Цен'К:и

Ilzll o M2 (11/-l111 + 11'ljJ*114) + M1 (11/11 + 11/21 + 1/-l(Х1)1 + 1/-l(1)1), (46)

2де
N l

[['ljJ*[[4 == 11'ljJ*[[з + I ('ljJ*, 1)*1, 11'ljJ*llз == 111J111, 1Ji == L 'ljJ;J k.
k i

Доказательство этой леммы проводится по аналоrии с доказатель 

ством леммы 3. Аналоrично обобщаются на случай третьей краевой задачи

леммы 4 и 5.

2. О точности однородных разностных схем на неравномерных

сетках

1. О т о ч н о с т и в к л а с с е r л а Д к и х к о э Ф Ф и ц и е н т о в

Используя представление (18) для 'Ф(х) (лемма 1), а также лемму 2,

нетрудно убедиться в том, что справедлива

Те о р е м а 1. Пустъ Ау == (aYx)x dy+r.p любая однородная схема из

исходН020 се.мейства. Если k, q, f Е С(l,l) [0,1], то схема Ау имеет второй

nорядо'К: mO"lHocmu на любой nоследователъности неравно.мерн'ых сето'К:,

mO"lHee,
 2

Ily ullo Mh , (47)
2де у решение разностной зада"lи (13), и == и(х) решение зада"lи (5),
М постоянная, не зависящая от сет'К:и,

h == IIhl12 == (1, h2]1/2 (48)

естъ средний 'К:вадрати"lН'ЫЙ ша2 сет'К:и.



Для доказательства теоремы надо оценить разность z == у и, которая

определяется из условий (14):

(aZx}i; dz ==  'Ф, Z(O) == О, z(l) == О, О < Сl :::;; а, О:::;; d :::;; С2.

В силу леммы 1

'Ф ==

ILx + 'Ф*, rде IL == O(h
2
), 'Ф* == O(h

2
) + O(h l)' (18)

Воспользуемся теперь оценкой (34) леммы 3:

Ilzoll :::;; M2(111L111 + 1I'Ф*llз).

Учитывая затем, что

111L111 == O(h
2
), 11'Ф*llз:::;; 11'Ф*lll == O(Ji2),

получим Ilzllo :::;; Mh
2

.

Для практических целей часто оказывается важной не только точность,

с которой определяется решение задачи (5), но и точность определения по--

тока ku', разностное выражение KOToporo имеет вид аух. Найдем теперь

оценку для порядка точности, с которой определяется поток на HepaBHO 

мерной сетке при помощи рассматриваемых однородных разностных схем.

Нас будет интересовать поrрешность

v ==

аух ku' == aZx + IL*,

rде IL* == аиз; ku' поrрешность аппроксимации потока. Отсюда видно,

что

Ilvll o :::;; IlallollZxllo + 111L*1I0, Ilvlll:::;; IlallollZxlll + 111L*111,

т. е. оценка v сводится к оценке Ilzxll, так как, в силу леммы 1, IL* == O(h
2
)

и, следовательно,

111L*lIo :::;; Mllhll ,
 2

111L*lll:::;;Mh,

rде h == Ilh112. В силу леммы 4

IIzxllo :::;; Мз(lllLllо + 11'Ф*lll) :::;; Mllhll ,

Ilzxlll :::;; Мз (lllLlll + 11'Ф*llз) :::;; Mllhll , IIZxI12:::;; Mllhll . (49)



В результате мы получаем для потока следующие оценки:

2
"аух ku'llo Mllhllo,

Ilayx ku' 111 Mllhll .

(50)

(51)

Из неравенства (50) видно, что схема (13) дает второй порядок точ 

ности И для потока, однако равномерная оценка для ошибки в определе 

нии потока содержит максимальное значение шаrа сетки, т. е. Ilhll o ,
а не

IIhl1 2 == h, как это имеет место для ошибки в определении самой функ 
ции. Поэтому хорошую точность для потока можно получить не на любой

последовательности неравномерных сеток. Для определения же решения

приrодны любые сетки, у которых средний квадратичный шаr h == IIhl1 2
достаточно мал. Иноrда требуется высокая точность для потока лишь в

отдельных фиксированных точках (например, на rраницах областей с раз 

личными физическими параметрами). В этом случае оценки для потоков

MorYT быть уточнены. Опуская рассуждения, основанные на использова 

нии лемм 1, 2 и 4, а также оценки (33), приведем лишь оценку для IZxI в

некоторой фиксированной точке х* == Xi сетки:
О

I (аух kU' )i
O I Mhlo + Mh 2

. (52)

Выбирая сетку так, чтобы точка х* была узловой точкой сетки

(х* == Xi ), а hi == O(h), получим Iv(x*1 Mh 2
, rде v == аух ku' .

о о

2. Т р е т ь я к р а е в а я з а Д а ч а

Рассмотрим теперь третью краевую задачу

L(k,q,f)u == (ku')' qu + f == о, о < Х < 1,

!k(O)и'(O) 0"1и(0) == Щ k(l)и'(l) + 0"2и(1) == щ,

k(x) С1 > О, q(x) О, 0"1 О, 0"2 0,0"1 +0"2 СЗ > О.

Соответствующая разностная задача ставится так:

(53)

Ау == (аУу)х dy + <р == О, О < xi < 1,

(+1)
а ух 0"1У == и1 при х == О, аух + а2У == 'и2 при Х == 1,

(54)
0'1 == 0"1 + 0,5h1 q(0), а2 == 0"2 + 0,5hNq(1),

'и1 == UJ + 0,5h1 f(0), 'и2 == и2 + 0,5hNf(1).



Разностные краевые условия (54) имеют второй порядок аппроксимации

(+1)
Vl == а их k(O)и,(O) + 0,5h1 (q(0)и(0) 1(0)) == O(hi),

V2 == аи-з: k(l)и'(l) 0,5hN (q(1)и(1) 1(1)) == O(h )
на решении и == и(х) дифференциальноrо уравнения.

Пусть и(х) решение задачи (53), а у решение задачи (54). Torдa
для их разности z == у и получим условия

(aZx)x dz ==  'Ф,

(+1)
а zx ()lZ

==  Vl при х == о, !при х == 1.

(55)

аZз; + (f2 Z == V2

Здесь 'Ф == Ли L(k,q,f)и поrрешность аппроксимации схемы Ли, вычис 

ленная в п. 49 1, а Vl и V2 поrрешности аппроксимации краевых условий.

Для оценки z следует воспользоваться леммами 1 и 6. Повторяя затем pac 

суждения, проведенные в п. 1 при доказательстве теоремы 1, убеждаемся
в том, что справедлива

т е о р е м а 2. Если выполнены условия теоремы 1, то разностная за 

da"la (54) имеет второй nор,я,dо'К: mO"lHocmu на любой nоследователъности

сето'К:, mO"lHee,

Ily иll o Mllhll , (56)
2де

Il h ll"2 == IIhl12 + hl + hN .

в этом случае в оценку для поrрешности z == у и входят не только

средний квадратичный шаr сетки h == Ilh11 2 ,
но И шаrи h1 и hN вблизи

rраницы. ОТСIOда следует, что для решения третьей краевой задачи (54)
справедлива оценка

2  2
Ily ull o Mllhl1 2

== Mh , (57)
если

h1 == O(h), hN
== O(h),

т. е. порядок малости h1 и hN не ниже, чем h (для первой краевой задачи

оценка (57) верна, если даже

h1 == О(h
2/З ), hN

== О(h
2/З ).



3. П о r реш н о с т ь а п про к с и м а Ц и и в о к р е с т н о с т и

ТUУ.КИ разрыва коэффициентов

Вычислим поrрешность аппроксимации

'Ф == Ли L(k,q,/)и

на неравномерной сетке в окрестности точки разрыва коэффициентов k, q, f
дифференциальноrо уравнения. Будем предполаrать, что k, q, f Е Q(l,l).
Пусть

== хn + ehn+1 (О е 1, hn+1 == xn+l хn )

точка интервала О < х < 1, в которой коэффициент k(x) (а также q(x) и

f(x)) имеет разрыв 1 рода. Обозначим через

kл == k( О), kп == k( + О)

предельные значения k(x) слева и справа в точке х

решение и == и(х) дифференциальноrо уравнения

L(k,q,/)u == О

 .в этой точке

удовлетворяет условиям сопряжения

[и] == О, [ku'] == (kи')п (kи')л == О.

Будем предполаrать для упрощения записи, что имеется только одна

точка х ==  ,в которой разрывны k, q, f. Так как схема трехточечная, ТО

во всех точках сетки, кроме х == хn И Х == xn+l, функцию 'Ф(х) можно,

соrласно лемме 2, представить в виде

'Ф == J.Lx + 'Ф* ,

J.L == aUx kи, + h2
qи, при Х i- хn , х i- Хn+1,

J.L == O(h
2
), 'Ф* == O(h

2
) + O(h l)'

Вычислим 'Ф(х) при х == хn их
== xn+l. Представим 'Ф в виде суммы

(58)

'Ф == 'Фа + 'Фd,

rде

'Фа == (aUx)x (kи')', 'Фd ==  (d q)и + <р f.



Разлаrая k(x) и и(х) в окрестности точки х ==  ,находим

аn == а(хn ) == kл (0,5hn + ehn+1)k + O(h )+ O(h +l)'
аn+2

== kп + (0,5hn+2 + (1 e)hn+1)k + O(h +l)+ 0(h +2)'

'I1rx n
== и (0,5hn + ehn+l)U + 0,5(0,5hn + ehn+l)2u '+,

+ O(h )+ O(h +l)'

их,n
== и + (0,5hn+2 + (1 e)hn+l)U + 0,5(0,5hn+2+

+ (1 e)hn+l)2u '+ O(h +l)+ 0(h +2)'
и
х,n+l

== их,n == eи + (1 e)и + O(hn ) + O(hn+l) ==

== w ( :л +
1 е

) + O(hn ) + 0(hn+1 ),

Пользуясь этими выражениями, получим

w == kли == kпи .

п-п'Фа,n == п-п'Фа(Хn ) == W [аn+ 1 ( :л +
1 е

) 1 ] + аn+1

h

n2
+ 1

х

х [(1 e)2и e2и ] (0,5 e)hn+l(ku') + O(h )+ O(h +l)' (59)

п-п'Фа,n + п-п+l 'Фа,n+l ==

(0,5 e)[(kи') (ku') ]+ O(h )+ O(h +l)+ 0(h +2)'
Рассмотрим теперь слаrаемое

'Фd ==  (d q)u + ер f.

Если D[q-(s)], F[]'(s)] произвольные функционалы из определенноrо

в 9 1 п. 1, семейства, то

'Фd,n == 0(1), 'Фd,n+l == 0(1).

Таким образом, для произвольной схемы из исходноrо семейства должны

выполняться условия

п-п'Фn == 0(1), п-п+l 'Фn+l == 0(1),

} (60)
п-п'Фn + п-п+l'Фn+l == O(hn ) + 0(hn+1 ) + 0(hn+2 ),

аналоrичные условиям, которые были получены в [1] для равномерной
сетки.



Особую роль в нашей работе будет иrрать схема с шаблонными функ 

ционалами

о

A[k(s)] == []  ds]  1,k(s)
 1

0,5

D[](s)] == F[](s)] == J ](s) ds,

 0,5

(61)

для которой

[
1

J
Xi

dx

]
1

ai
==

hi k(x)
,

Xi l

1
di== 

xi+O,5hi+l

J q(x) dx,
1

<Pi ==

xi+0,
5hi+l

J j(x) dx.

xi 0,5hi xi 0,5hi

В этом случае вычисления дают:

(
е 1 е

)
 1

аn+l
==

kл
+ + O(hn+1 ),

!tn(dn qn)un == (0,5 е)(qп qл)и( )+ O(hn ) + O(hn+1 ),

!tnH(dnH qnH)Un+l == O(h H)+ O(h +2) при е < 0,5,

hn,(dn qn)un == O(h )+ O(h +l)'

!tn+l (dn+ 1 qn+l )иn+l ==

== (0,5 е)(qп qл)и( )+ O(hn+l) + O(hn+2 ) при е > 0,5.

Аналоrичные выражения получаются для !tn ('Рn fn), !tnH (<РnН jnн),
Отсюда и из (59) следует, что

!tn'Фn == O(hn ) + O(hn+1 ), !tnн'ФnН == O(hn+l) + O(hn+2 ). (62)

Вместо (60) получим

!tnФn + !tn+lФn+l == (0,5 e)hnH [(L(k,q,f)и)п L(k,q,f)и)л] +

+ O(h )+ O(h +l)+ O(h +2)'

т. е.

!tnФn + !tnНФn+l == O(h )+ O(h +1)+ O(h +2)' (62')



4. О т о ч н о с т и в к л а с с е раз рыв н ы х к о э Ф Ф и ц и е н т о в

Перейдем теперь к выяснению порядка точности наших однородных

разностных схем в классе разрывных коэффициентов на произвольной

последовательности неравномерных сеток U)N' Будем предполаrать, что

k(x), q(x), f(x) Е Q(l,l) [0,1]. Достаточно рассмотреть случай ОДI-Iоrо раз 

рыва в точке == хn + Bhn+l, О В 1. В силу п. 3 9 2 и леммы 1, имеем

'Ф == J.L'X + 'Ф*, 'Ф* == O(h
2
) + O(h l) при х t= хт х t= Хn+1,

h2
, 2

J.L
== аих- kи, +

8 qu == O(h) при х t= xn+l.

Лемма 5 дает:

 2 2 2
Ilzllo M(h + h

n + h
n+2 ) + Мllп-п'Фn + п-п+1'Фn+11 + М2hn+1п-пI'Фnl, (63)

rде z == у и решение задачи (14). Отсюда и из (62) следует, что для

любой схемы из исходноrо семейства справедлива оценка

 2
Ilzllo M(h + hn + hn+1 + hn+2 ), (64)

rде М положительная постоянная, не зависящая от сетки.

Для схемы (61), соrласно (62) (62'),справедливы оценки

1п-п'Фn + п-п+1'Фn+11 + hn+1п-пI'Фnl M(h + h +1+ h +2)' (65)

IIzllo Mh 2
+ M(h + h +1+ h +2)'

Если k, q, f имеют разрывы 1 рода в точках

 j== Xnj + hnj+1Bj, О Bj 1, j == 1,2,... ,jo,

то вместо (63) и (64) получим

jo

Ilzllo Mh 2
+ M'l:)h:j

+ h:j+ 1 + h:j +2 ),
j==l

rде х == 2 для схемы (61), х == 1 для Bcero семейства схем.



Тем самым доказана следующая

Т е о р е м а 3. Однородна,я, разностная схема (13) равномерно cxoдит 

с,я, в 'К:лассе разрывных 'К:оэффициентов на любой nоследователъности

неравномерных сето'К: wN' Если k,Q,f Е Q(l,1) [О, 1], то u.мeeт место

следующа,я, оцен'К:а:

jo

Ily ull o Mh 2
+ м'L (h:j + h:j + 1 + h:j +2 ),

j==1

(66)

2де у решение зада"lи (13), и решение исходной зада"lи (5), М и м'

nоложителъные nосто,я,нн'ые, не завис,я,щие от сето'К:, jo "lисло всех тo 

"lе'К:  j== Хщ +ej hnj + 1 интервала 0< х < 1, в 'К:отор'ых разр'ывен по 'К:райней
мере один из 'К:оэффициентов k(x), q(x), ЛХ), х == 2 для схемы (61), х == 1

дл,я, все20 исходною семейства однороднъtх разностнъtх схем.

З а м е ч а н и е 1. В отличие от случая rладких коэффициентов по 

rрешность z == у и зависит не только от среднеrо квадратичноrо шаrа

h == Ilh11 2 , являющеrося интеrральной характеристикой сетки, но и от ша 

rOB сетки в окрестности точки разрыва  j== х
n}
+ ejhnj + 1 коэффициен 

тов дифференциальноrо уравнения. Отсюда следует, в частности, что если

заранее известно положение точек  jразрыва фиксированных k(x),q(x)
и f(x), то, выбирая более мелкую сетку в окрестности точек  j,можно
повысить порядок точности схемы. Так, например, выбирая

 2  2  2
hnj

== O(h), hnj + 1 == O(h), hnj +2
== O(h ),

мы получим

Ily ullo Mh 2
,

h 2
== Ilhll ,

т. е. на таких сетках любая исходная схема будет иметь второй порядок
точности.

З а м е ч а н и е 2. Если точка разрыва  j == х
n}

является узловой
точкой сетки (ej == О), то нетрудно показать, что

nпj'Фщ == O(h j)+ O(h j+1)' nпj +1'Фщ+1 == O(h j+1)+ O(h j+2)'
В этом случае вместо (66), очевидно, получим

jo

Ily ull o Mh 2
+ м'L (h j+ h j+1),

j==1

(67)



т. е. любая исходная схема имеет второй порядок точности на такой по 

следовательности сеток, для которой точки разрыва фиксированных коэф 
фициентов k, q, f являются узловыми точками. Если k, q, f известны, то,

очевидно, всеrда можно изменить сетку вблизи точек разрыва  jи ДО--

биться Toro, что все  jбудут являться узловыми точками сетки. Полу 
ченные таким образом сетки уже не являются произвольными, а зависят

от конкретных функций k, q, f. Такие сетки целесообразно употреблять на

практике в тех случаях, коrда положение разрывов коэффициентов диф 
ференциальноrо уравнения заранее известно. Следует подчеркнуть, что мы

до сих пор проводили исследования для Bcero класса разрывных коэффи 
циентов и для любых последовательностей сеток W

N, получающихся при

произвольном разбиении отрезка О Х 1 на N частей точками Ха == О,
Х 1, . . .

, Xi, . . .

, ХN
== 1.

5. О Д н о р о Д I-l Ы е раз н о с т н ы е с х е м ы в т о р о r о т и п а

Однородные разностные схемы, рассматривавшиеся выше, можно полу 

чить при помощи интеrро--интерполяционноrо метода (см. 11]), если напи 

сать уравнение баланса для интервала (Xi 1 Х Xi == 0,5(Xi+XH1))' Если

же написать уравнение баланса для (Xi Х ХН1) и относить значения

функции У к точке Xi, полаrая Yi == Y(Xi), то можно получить однородные

разностные схемы BToporo типа

Ау == (aYiJx dy + ер == О, у(О) == Щ, у(l) == и2, (68)

r.п;е

ух == (у y 1)п, п == 0,5(h + h+1), h == hi == Xi Xi 1,

1

[ УН1 Yi Yi Yi 1

](aYxki ==

hi+1
аН1

14,+1
ai

14,
.

Значения функции У относятся к точкам Хо, Х1"", XN 1,т. е. имеется N

внутренних точек, а не N 1.

Коэффициенты а, d, ер определяются при помощи тех же шаблонных

функционалов А, D и F, что и в п. 1 9 1, по формулам

а == A[k(x + sп)], d == D[q(x + sh+ 1 )], ер == F[f(x + sh+ 1 )] (х == Х + 0,5h+1)'

Уравнения (68) в точках Ха == 0,5h 1 , XN 1== xN 0,5hN получаются, если

формально положить

ha == hN+1 == О, YN
== у(l), Y 1== у(О), так что по == 0,5h1 ,

пN
== 0,5hN .



Полаrая у == z + и(х), получим для z условия

Лz == (aZ:i;}x dz ==  ф, z(O) == z(l) == О, (69)

(О < С1 а c , О d С2),

rде Ф == Ли (L(k,q,J)u)x=x поrрешность аппроксимации схемы (68).
Предположим, что k, q, f Е С(1,1) и, следовательно, и(х) Е с(3,1);

рассуждая по аналоrии с п. 3 9 1 и учитывая, что

(kи, )' == (kи,)x + O(h 1)' d == q + O(h 1)'
2

'Р
== f + O(h+1 ),

найдем

ф == р,х + ф*, р, == аих ku',

ф* == O(h
2
) + O(h 1)+ O(h 2)'

(70)

Из разложений

их == и' + (h+1 h)u" + O(h
2
) + O(h 1)'

а == k + (h+1 h)k' + O(h
2
) + O(h 1)4

следует

р, == 1]х + р,*,
1 (+1) 1 (+1)

1] ==

"8 h 1(kи')'
==

"8 h 1(qи Л,

р,* == O(h
2
) + O(h 1)'

(71)

Таким образом, формула (70) принимает вид

ф == р,; + ф* + 1]хх, (72)

rде р,*,1] и ф* BToporo порядка относительно Ilhll o == maxhi .

(i)
Решение задачи (69) дается формулой

z(x)==(G(x,  ),ф( ))+== Z + v,

(
N 1

(у, v)+ == L Y/Vihi+1,
i=O

z == (С, p, + ф*)+, V == (С, 1]  )+,
N 1

)(у, v) == L Y/Vihi И т. д. ,

i=O

(73)



rде C(x, ) разностная функция rрина, определяемая условиями

б(х, )
(aCx(x, ))x d(x)G(x, )==

h
' C(O, )== С(1,Е) == О. (74)

+1

Для C(x, )верны оценки леммы 2. Поэтому справедлива лемма 3, так что

Ilzll o M2 (11J.l*111 + 11'Ф*llз). (75)

Вторая формула rрина (26) дает

v(x) == (C(X, ),1]  ( ))+== (C  (X, ),1]( ))++G 1]I ==XN 1]G-fI ==o'
Подставим сюда найденное из уравнения (74) выражение для C (

1](Х)
( a ( )

d( )
)
+

v(x) ==

а(х) a( )G-f(Х' ) a( )
С(х,  ),1]( ) + G 1]I ==XN 1]G-fI ==o'

Если k(x) Е с(о,l), то laxl С4 (С4 постоянная, не зависящая от сетки) и

Ilvll o MII1]llo (М == М(С1, С2, С4)), (76)

Пусть k(x) Е Q(O,l) (О < С1 а C )и == Хn + Blin точка разрыва

функции k(x). Тоrда laxl С4 при Х -=1 Хn их -=1 Хn+1' Из формулы

(a )
+ 1 1

G-f' 1] == (ап+1  an)G-f(x, Xn)+ (an+2 an+1)G-f(x, Хn+1) +а аn аn+1

n 1 N l
1 1

+ L ax,i
G-f(Х,Хi)hi+ 1 + L ах ("Xi)G-f (х, xi)hi+1

i==O i==n+2

видно, что оценка (76) сохраняет силу. В этом случае М == M(C1,C ,С2,С4)'
Тем самым доказана

Л е м м а 7. Если О < С1 а C ,О d С2 и laxl С4 всюду, 'К:ро,м,е

'X:OHe"lH020 (при любо,м, N) "lисла тО"lе'К: сет'К:и, а 'Ф(х) и,м,еет вид (72), то

для решения зада"lи (69) справедлива о'Цен'К:а

Ilzllo M2 (11J.l*111 + 11'Ф*llз) + M4 111]llo, м
С1 + С2

2 2 '

С 1

2де М4 > О постоянная, зависящая толъ'К:о от С1, C ,С2, С4.



Те о р е м а 4. Если k,q, f Е С(l,l)[о, 1], то любая однородная разност 
ная схема (68) имеет второй nорядо'К: mO"lHocmu на nроизволъной nоследо 

вателъности сето'К: UJN:

1111 и(х) 110 Mllhll , (77)

2де у решение зада"lи (68), и(х) решение исходной зада"lи (5), М > О

естъ постоянная, не зависящая от сет'К:и. Если k, q, f Е Q(l,l) [о, 1], то

справедлива о'Цен'К:а

1111 u(x)llo Mllhll;, (78)

2де и == 1 для все20 семейства схем (68), и == 2 для схе.мъt (61).

Оценка (77) следует из леммы 7 и оценок для р,*, 'Т/, 'Ф*. При q == f == о

вместо (77) получим

1111 u(x)llo Mllhll .

Вывод оценки (78) основан на использовании аналоrа леммы 6.

Поступила в редакцию 6.06.1962
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ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ НЕЯВНЫХ

РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ТИПА АДАМСА

А. Н. Тихо'Нов, А. д. rорбу'Нов
(Мос'К:ва)

1. Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных дифференци 

альных уравнений:
dy
dx

== f(x, у), у(а) == Ь, (1)

rде у(х) {y(l)(x),..:,y(N)(x)} искомая веКТОJrФУНКЦИЯ от х,

f(x,y) == {f(1)(x,y),...,f(N)(x,y)} заданная вектор функцияот х и

у
== {y(l), . . .

, y(N)}.
Пусть для приближенноrо решения этой задачи применяется устойчи 

вая неявная разностная схема типа Адамса, использующая п + 1 точку

(п четное):
n n

L(Yk) == L aiYk i hL (3ifk i== О, fj == f(Xj, yj) (2)
i==O i==O

(Xj == а + jh, h> О) при соответствующих начальных условиях.

Известно [1], что для поrрешности метода, определяемоrо формулой (2),
при достаточной rладкости вектор функции f имеет место следующее

асимптотическое разложение:

Xk

8k == Yk Y(Xk) == hS J n( ,Xk)d:    )+ O(h
S+1); (3)

а

rде

у(х)  точноерешение задачи (1),

af(x, у) In матрицант матрицы
д

'

у у==у(х)



Yk точное решение уравнения (2) при соответствующих начальных усло 

виях, 8 степень оператора L(Yk), константы ВО и К1 определяются

формулами

n

ВО == I: Pi,
i==O

n

[
(п iу+1 Йi (п i)SPi

] .К1 == I: (8 + 1)' 8!
i==O

(4)

Таким образом, величина rлавноrо члена (относительно h) разложения (3)
при фиксированном h для данноrо решения у(х) целиком определяется

величиной коэффициента К1/ВО.
Известно также [2], что при соответствующем выборе коэффициентов

lYi и Pi получается неявная схема вида (2) максимальной степени 8 == п + 2.

При этом, вообще rоворя, определяются не все 2п + 2 коэффициента ai и

Pi, входящие в уравнение (2); некоторые из них остаются относительно сво--

бодными. Возникает вопрос, нельзя ли при соответствующем выборе этих

свободных коэффициентов получить такую устойчивую схему вида (2) наи 
высшей степени, для которой отношение К1/ВО принимало бы минималь 

ное значение. Рассмотрению последней задачи и посвящается настоящая

заметка.

2. Прямой путь решения рассматриваемой задачи состоит в отыскании

относительноrо минимума выражения К1/Во, если рассматривать ero как

функцию коэффициентов lYi и Pi при условиях, что последние удовлетворя 

ют требованиям устоЙчивости и соответствующей степени аппрокr.имаI ИИ.

Однако упомянутый путь сопряжен, как всеrда, с большими вычислитель 

ными трудностями. В связи с этим рассматриваемая задача будет решаться

более коротким способом.

Наряду с формулой (4) величина К1 вполне характеризуется тожд!?

ством (см. [1])

n n

d ( )
IЩУ(Хk i) h Pi  :
X==Xk i

==  hs+1К
ds+1

y(x)
I + O (hs+2 )1

d в+1 '

Х

X==Xk n

(5)

rде у(х) произвольная достаточно rладкая функция.



Произведем в этом тождестве замену переменноrо индекса k по формуле
и == k n, rде и новый переменный индекс; тоrда (5) примет вид

t. ",Y(XK+n i) h t. (3; dtJ

Iх хф ,':0
d S+ 1

y(x)
I'" hs+1

К1
h O dxs+ 1

Х==Хк

(6)

Последнее соотношение мы подверrнем ряду преобразований, указанных в

работе 12].
Введем в рассмотрение оператор сдвиrа Е, определяемый для произ 

вольной веКТОJrФУНКЦИИ 'Р(х) равенством Erp(x) == 'Р(х + h), и перепи 

шем (6) в виде

р(Е)у(х;к) hcr(E)
dy(x) I '" hs+ 1

К1

d s+1
y(x) I ' (7)

dx h O dxs+1
Х==Хк х==хх

rде
n n

р(Е) == L QiEn i,
i==O

суть характеристические полиномы,

торов

ст(Е) == L fЗiЕn i
i==1

соответственно, разностных опера 

n

L (ЧУ(Х;к+n i),
i==O

n

L fЗirp(Х;К+n i)'
i==O

Отметим, что в условиях рассматриваемой задачи полиномы р(Е), ст(Е) и

величины К1 и ВО столь взаимообусловлены, что задание, например, по--

Линома р(Е) вполне определяет полином ст(Е) и величины К1 и ВО. Имея
в виду это, преобразуем соотношение (7) так, чтобы для величины К1/во
получилось выражение, для KOToporo леrко находится нижняя rpaHb на

совокупности допустимых полиномов р(Е).
Так как полиномы р(Е), ст(Е) и величина К1 не зависят от конкретных

свойств вектор функцииу(х), то соотношение (7) достаточно рассмотреть

для какой либоболее или менее простой функции. Положим, например,

у(х) == е
Х

, e
h

==  ,тоrда ЕеХ:к == еХ:к+l == ehexK ==  eX:Ки соотношение (7)
преобразуется к виду

p( ) log cr( )'"  ( 1)s+1 К1 ;
  1

log обозначает ту из ветвей, для которой log 1 == о.

(8)



Далее, преобразуем рассматриваемую нами комплексную   плоскость
с разрезом вдоль отрицательноrо луча действительной оси при ПОМОIЦи

преобразования

 ==
z+l

,

z l

 +1
z== '

l'

при этом вводятся в рассмотрение так называемые а с с о Ц и и р о в а н

н ы е м н о r о ч л е н ы о пер а т о р а L:

R(z) [ (. 1)]" p( )

[
1

]
n n

S(z) ==

2 (z 1) (Т( )== f;

a.z
j

J , (9)

b.zj
J (10)

(аn == О вследствие Toro, что р(l) == О). В результате этоrо соотношение (9)
преобразуется к виду

z+l

(
2

)
B n+l

R(z) log S(z) I"'.J К1 .

Z 1 z......OO z
(11)

Комплексная z плоскостьрассматривается с разрезом по отрезку от 1 до
z+l

+ 1 действительной оси. Это соответствует тому, что log определяется
z l

однозначно из условия обращения в нуль этой ветви при z == 00.

Наконец, перепишем (11) в виде

[
+1

]
 1

(
2

)
S n

R(z) log S(z) I"'.J К1 .

Z 1 z......oo z
(12)

Отсюда вытекает, что при заданном R(z) полином S(z) нужно полаrать

равным rлавной части функции

[
1

]
 1

R(z) log ,

z l

ибо только при этом условии имеет место соотношение

R(z) [log : ]
 1

S(z) == о ( ).



Заметив это и учитывая разложение

[1
z + 1

]
 1

 (211+1)
og

z 1 2 11-211+1 z ,

11==0

получим нужное нам равенство

R(z) [log :  :]
 l

S(Z) cvz v, (13)

rде

С2>. ==

11-211+1 a211 2>'+I'

IС2>'+1
== L 11-211+1 a211 2>"

11

(14)

Так как в условиях рассматриваемой задачи Сl == О (ибо аО == а2 == ... ==

== an 2== О), то соrласно (12) и (13) получается

4Кl
== С2 == I1-з аl + 11-5аз +... + I1-n+lan 1' (15)

Если полиномы R(z) выбирать так, чтобы an 1== 1, то будут справеk

ливы неравенства а211+1 > О, v == 0,1,... , n/2 1. Учитывая, кроме Toro,

что 11-211+1 > О (см. [2]) при аl == аз == ... == аn з== О, получим из (15)

.

{
'

К
/"n 11

lП 1
==  .

4
(16)

Таким образом, нижняя rpaHb Кl отвечает полиному R(z) == zn 1или COOT 

ветствующему полиному p( )== (  1)( + 1)n 1.Разностная схема вида (2),
отвечающая последнему полиному, очевидно неустойчива.

Далее вычислим Во. Имеем

ВО == 11
'

m
dp(O

== 11
'

m {
R(z) } 2

n 1
2
n 1

 ......1 d z......OO d [(z 1)/2]n
== an 1== .

После этоrо с учетом (16) получим

inf
К1

==

inf К1
==

I1-n+1
.

ВО 2n 1 2
n+1 (17)



Тем самым, доказаны следующие теоремы.

Те о р е м а 1. Среди устОU"lивых схе,м вида (2) (п "lemHoe) Haивыc 

шеu степени s == n+ 2 не существует схе,мы, для 'К:оторои вели"luна К1/Во
дости2ала бы ,минимума.

Те о р е м а 2. ДЛЯ вся'К:оu устОU"lивоu схе,мы вида (2) (п "lemHoe)
наивЪtсшеu степени s == п + 2 имеет место неравенство

Kl
>

J.Ln+1

ВО 2n+l

Т е о р е м а 3. Для вСЯ'К:О20 nроизвОЛЪНО20 nоложителЪНО20 "lиСJIД Е:

,можно nостроитъ устОU"lивую схему вида (2) (п "lemHoe) наивъtсшеu

степени s == п + 2 та'К:ую, "lmo

Kl J.Ln+l
+

ВО
<

2n+1
Е:.

Поступила в редакцию 9.06.1962
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К ТЕОРИИ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ

СХЕМ

А. Н. Тихо'/--юв и А. А. Са.марс'Х',ий

1. Однородные разностные схемы для одномерных задач

1. Разностные методы являются эффективным средством для OTЫCKa 

ния решения дифференциальных уравнений. Простейшие разностные сх!?

мы уже давно используются для доказательства теорем существования;

эти схемы зачастую оказываются неудобными для численноrо решения

уравнений.
Появление вычислительных машин стимулировало развитие численных

методов. Проводившиеся исследования отдельных схем выявили, что для

одноrо и Toro же уравнения можно указать ряд схем, обладающих различ 

ными качествами в смысле устойчивости, сходимости, точности и простоты.

Большая часть этих исследований относится к уравнениям с постоянными

коэффициентами, которые трактовались как математические модели ypaB 

нений с переменными коэффициентами, применявшихся на практике.

2. Естественно возникает задача о создании общей теории разностных

схем, приrодных для решения не только отдельных задач, но и классов

задач, характеризуемых, например, типом уравнений и заданием функци 
ональноrо семейства, к которому принадлежат коэффициенты задачи.

Термин «разностная схема» следует трактовать как закон написания

разностных уравнений. Требование единообразия или однородности BЫ 

числительноrо алrоритма приводит к введенному в [11 понятию ОДНОРОk

Ных разностных схем. Цель т е о р и и о Д н о р о Д н ы х раз н о с т н ы х

с х е м выделить семейство разностных схем, приrодных для решения

возможно более широкоrо класса задач (например, для уравнений с раз 

рывными коэффициентами, для краевых условий общеrо вида, для произ 

вольных областей в случае нескольких переменных и т. д.). При cpaB 

Материалы к совместному сопетско-американскому симпозиуму по уравнениям с частными про-

взводными, Новосибирск, aBrycT 1963. Новосибирск: Институт математики, Академия наук

СССР, Сибирское отделение, 1963. С. 3 10.



нении различных схем учитываются такие их свойства, как устойчивость,
сходимость и точность, простота и экономичность (в смысле объема вычис 

лений) .

3. Первый цикл работ по теории однородных разностных схем связан

с изучением однородных схем Аля класса дифференциальных уравнений:

L(k,q,f)u == (k(x)u')' q(x)u + f(x) == О, 0< х < 1, (1)

[де k(x), q(x), f(x) кусочно--непрерывные и кусочно--дифференцируемые
функции.

Пусть Wh == {Xi == ih, i == 0,1,..., N, h == l/N} разностная сетка,

а У == Yi определенная на Wh сеточная функция. В [11 были изучены

трехточечные однородные разностные схемы стандартноrо типа L k,q,f):

Lh
(k,q,f)

y ==
ЬУХ ау.х d О

h
у+ер== ,

Yi+l Yi
Ух ==

h
'

Yi Yi l
Ух

==

h
(2)

Коэффициенты а, Ь, d, ер схемы выражаются через k, q, f при помощи неко--

торых функционалов A[k(s)], B[k(s)], D[q(s)], F[](s)l, так что

а == A[k(x + sh)], Ь == B[k(x + sh)] и т. д.

Эти функционалы удовлетворяют некоторым требованиям, обеспечи 

вающим второй порядок аппроксимации схемы L k,q,f) и разрешимость

разностных уравнений.

Рассматриваются только стандартные схемы, каждый из коэффициен 
тов которых зависит только от одноrо коэффициента дифференциально--
ro уравнения. Примером нестандартной схемы может служить точная сх!?

ма [11, для которой, например, ер является весьма сложным функционалом
не только f, но и k, q. Практическое использование нестандартных схем за 

труднительно. Поэтому и следует выделять более простые семейства CTaH 

дартных схем.

4. В [1] доказано, что для Toro, чтобы схема (2) имела в классе rлад 

ких коэффициентов k, q, f п йпорядок точности (п == 1,2), необходимо и

достаточно, чтобы она имела тот же порядок аппроксимации.



Это утверждение теряет силу в случае разрывных коэффициентов.
В [1] приведен пример схемы, имеющей в классе rладких коэффициентов
второй порядок точности и расходящейся в классе разрывных коэффици 
ентов.

Усиленное требование сходимости требование устойчивости схемы (2)
относительно возмущеНИ}i КО::Jффициентuв rюзволяет выделить из (2) ce 

мейство схем, сходящихся в классе разрывных коэффициентов. Это так

называемые к о н с е р в а т и в н ы е с х е м ы:

L k,q,J)y== (aY?iJx dy + ер == О. (3)

Для получения консервативных схем можно пользоваться общим методом

баланса или интеrро интерполяционнымметодом, сформулированным в [1].
Вопрос о точности схем (3) в различных классах коэффициентов на

произвольных последовательностях сеток I.Jh исследован в [1 3].

5. Простейшие примеры показывают, что часто применяемый крит!?

рий для априорноrо суждения о качестве разностных схем равномерная

оценка (по норме 11'Фllо) или оценка в среднем (по норме II'Ф112) поrрешности
аппроксимации Ф схемы в случае неравномерных сеток (так же, как и в

случае разрывных коэффициентов) оказывается несостоятельным и может

дать неверное представление о порядке точности. Пусть дана задача

Lu == и" + f(x) == О, 0< Х < 1, и(О) == О, и(l) == О.

Рассмотрим на произвольной неравномерной сетке

I.Jh
== {Xi,i == 0,1,... ,N, Хо == О, x

N
== 1}

разностную схему

ЛУi == (
УНl Yi Yi Yi l

) + fi == О,
1'4 hi+ 1 hi

hi == Xi Xi l, 1'4 == 0,5(hi + hi+l),

Поrрешность аппроксимации

'Фi == Лщ (LU)i ==  (hi+1 hi)U "+ О(п;).



Схема Ау имеет первый порядок аппроксимации в смысле норм

11"'110   IФiI,11"'11, ( "'I",Y/2,
и второй порядок по норме

11"'11з h; IE Фklik I (4)

6. В [2] рассматривается семейство однородных консервативных схем

на неравномерных сетках, совпадающих со схемами [1] на равномерных

сетках (hi == h == l/N). Любая из схем данноrо семейства на произвольной

последовательности неравномерных сеток имеет тот же порядок точности,

что и на равномерных сетках как в случае непрерывных, так и в случае

разрывных коэффициентов. Этот результат следует из априорной оценки

Ily иllo :::;; МII'Фllз, так как 11'Фllз имеет для указанных схем один и тот же

порядок на равномерной и нераВНОl\'iерной сетках. Отметим, что точность

схемы оценивается через средний квадратичный шаr IIhl12 сетки wh.

В [4] введено друrое семейство однородных схем на неравномерных ceT 

ках и показано, что на специальных последовательностях сеток Wh(k), за 

висящих от выбора коэффициентов k, q, f, любая из схем этоrо семейства

имеет второй порядок точности в классе разрывных коэффициентов.

7. Аналоrичные теоремы о точности однородных разностных схем

на неравномерных сетках получаются для эллиптических уравнений с

несколькими переменными в области G с rраницей r :

р

L(k,q,f)u== LLau q(x)u+f(x)==0, ulr==J.L(x), х== (Х1,"',Хр ),
a l

д

(
ди

)Lau ==

дХа
ka(x)

дХа
(ka С1

== const > о, q(x) о).

Если Wh произвольная неравномерная сетка, rраница которой "у С r
h

(краевые условия на "у задаются без сноса), то однородная схема L k.q,f)
(см. [12]) сходится в среднем со скоростью O(h

2
) И равномерно со скоростью

о (h2 1n8  *), rде б> 1, Н* == minH,
I.Vh

р

н == П па
a l



объем ячейки разностной сетки, h2
среднее квадратичное значение

р

Ihl
2

== L h;,
а==l

'1а шаr сетки Wh по направлению Ха.

8. В [5] исследована сходимость и точность однородных разностных схем

для задачи Штурма Лиувилля

(ku')' qu + лrи == О, и'(о) О'lи(О) == О, и'(l) + 0'2и(1) == О. (5)

Схемы BbIcoKoro порядка точности [6] и [3] позволяют построить для зада 

чи (5) схемы, имеющие  йи более высокий порядок точности относительно

собственных значений и собственных функций в классе разрывных коэф 
фициентов.

2. Однородные разностные схемы для уравнений
параболическоrо типа и систем уравнений

Естественным развитием теории однородных разностных схем для про--

стейшеrо уравнения (1) является теория однородных схем для уравнений

параболическоrо типа.

Отметим, что схемам частноrо вида для уравнений с rладкими коэф 
фициентами посвящен ряд работ друrих авторов. Список литературы дан

в книrах Р. Рихтмайера и В. К Саульева, а также в [7 10].

1. Рассмотрим R прямоуrольнике D == (О Х 1, О t Т) первую

краевую задачу (см. [7]) для уравнения

== L(k,q,f)и == :Х (k(X, t) ) q(x, t)u + f(x, t). (6)

Коэффициенты k, q, f MorYT иметь разрывы первоrо рода на конечном чис 

ле кривых х ==  l/(t),V == 1,2,... ,
vo ,

на которых ВЫПОЛНЯются естественные

условия сопряжения.

Введем разностную сетку

n == (jJh Х (jJT == {(Xi, tj) Е D},

rде
(jJh == {Xi == ih,

(jJT == {tj == jT,

О i N,

О j К,

h == 1jN},

T==TjK}.



Пусть L k,q,J) однородная разностная схема BToporo порядка аппрок 

симации

L k,q,f)y== (а(х, t)yx)x d(x, t)y + ip(x, t) (t == tj+l, у == Yj+1), (7)

соответствующая L(k,q,f). Классу дифференциальных уравнений (6), опре 
деляемому заданием класса функций k, q, f, ставится в соответствие семей 

ство однородных разностных схем

Yt
== (L k,q,f)yyy'== aL k,q,J)y+ (1 a)L k,q,j)y,

(у== Yj, Yt
== (Y Y)/T,о:::; а:::; 1),

(8)

которое определяется заданием семейства схем L k,q,f)и параметра а. Ok

нородные схемы (8) являются схемами сквозноrо счета, так как они не Me 

няются при переходе от rладких коэффициентов к разрывным коэффици 
ентам дифференциальноrо уравнения и не используют явно условий сопря 
жения на линиях разрыва х ==  l/(t) .

2. Исследован вопрос об устойчивости разностных схем для уравнения

теплопроводности ([4], [7]). Показано, что из устойчивости схемы для ypaB 

нения с постоянными коэффициентами не следует ее устойчивость для

уравнения с разрывными коэффициентами. Соответствующим примером

является неконсервативная схема [11].

3. Вопрос о сходимости и точности схемы (8) сводится к оценке решения

уравнения

Zt
== (L k,q)z)(0<) + Ф, L k,q)z== (а.zз;)х dz (9)

с однородными условиями z == О при х == О, х == 1, t == О. Здесь Ф поrреш 

ность аппроксимации схемы. Следует различать два случая:

1) линии разрыва х ==  l/' V == 1,2,..., vo , являются прямыми, парал 

лельными оси t в плоскости (х, t), т. е.   (t)== о для всех V == 1,2,..., Vo
«<неподвижные разрывы»);

2) по крайней мере для одноrо V   (t)Ф О «<движущиеся или косые раз 

рывы» ). Для каждоrо из этих случаев требуются свои априорные оценки,

учитывающие тот факт, что в классе разрывных коэффициентов схемы (8)



сохраняют свойство аппроксимации в норме

[
N l

(
i

)
2

]
1/2

IIWllз == h Wkh

и не имеют аппрпксимаJJ,ИИ F\ норме Ilwll o == тах Iwl и даже в норме Ilw112'
Wh

Для равномерной оценки поrрешности z == у и через Ilwllз в [4, 8, 9]
получены априорные оценки двух типов, соответствующие случаям непо--

движных и движущихся разрывов; эти оценки используются для выясн!?

ния порядка точности наших схем.

4. Изучены абсолютно устойчивые однородные разностные схемы для

нелинейноrо и квазилинейноrо уравнения параболическоrо типа:

д

(
ди

) (
ди ди

)дх
k(x,t)

ax
+1 x,t'U'

ax
'

at
==0,

д

(
ди

) (
ди

)
ди

дх
k(x, t, и)

дх
+ 1 х, t, и,

дх
== с(х, t)

дt
.

(10)

(11)

5. Рассматриваются однородные разностные схемы на неравномерных

сетках для линейных и квазилинейных уравнений и исследуется вопрос о

точности этих схем в различных классах коэффициентов (см. [4]).

6. Все результаты обобщаются на случай краевых условий более общеrо

вида, например,

ди ди
c == k аи + v(t) при х == о,

at дх

а также на случай нелинейных краевых условий.

7. Изучались однородные схемы для системы параболических уравн!?

ний ([4, 9]). Рассмотрим, в качестве примера, систему

== :х (К(Х, t) ) == L(K)u, (12)

,де и == {иА,л == 1,2,...,т} вектор функция,К == (k>.p(x,t)) положи 

тельно определенная симметричная матрица. Оператору L(K)u ставится в

соответствие однородная схема 2 ro порядка аппроксимации

АУ == (А(х, t)УзJх, (13)
10 ЛЯ. Тихонов



rдe у == {уА, л == 1,2,..., т} сеточная вектор функция,А(х, t) сим 

метричная положительно определенная матрица функционал.По аналоrии

с (8) пишутся однородные схемы для (12) и доказывается их устойчивость
и сходимость при помощи априорных оценок [91.

8. Указанные выше (п. 7) схемы являются неявными, и при нахождении

вектора У приходится решать мноrомерную систему разностных ypaBHe 

ний, например, при помощи матричной проrонки, что сопряжено с боль 

шим объемом вычислений. Поэтому важное значение приобретает задача

построения экономичных схем.

Укажем две абсолютно устойчивые сходящиеся экономичные схемы

для системы (12). Для этоrо матрицу А представим в виде суммы

двух треуrольных положительно определенных матриц:

А == A + А+.

Первая экономичная схема

yl == Л У+ Л+У, rде Л У== (A Yx)x.

Для определения вектор функцииУ требуется T KpaTHoeпоследовательное

применение формул одномерной проrонки.

Вторая экономичная схема

У* yj
== л У* ,

т

УНl У
*

== л+уНl
Т

Эта схема используется при построении экономичной схемы для системы

MHoroMepHbIx уравнений.

9. Для уравнения rиперболическоrо типа

д2
и д

(
ди

) (
ди ди

)at2
==

ax
k(x,t)

ax
+1 x,t'U'

ax
'

at

изучались абсолютно устойчивые однородные разностные схемы, являю--

щиеся естественным обобщением схем для уравнения с постоянными KO 

эффициентами. Полученные в [9] априорные оценки позволяют доказать

сходимость этих схем в классе непрерывных и разрывных коэффициен 
тов. Изучались однородные разностные схемы на неравномерных сетках

Wh и Wr .



Для системы уравнений rиперболическоrо типа, по аналоrии с п. 8,
построены абсолютно устойчивые экономичные схемы.

Поступила в редакцию 13 УI 1963
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ОБ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ

BbICOKOrO ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

НА НЕРАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ

А. Н. Тихо'Нов, А. А. Самарс'/'Ьий

(Мос'/'Ьва)

1. В [1], [2] для задачи

L(p,q,f)u ==

dx (
1 du

)р (х) dx
q(x)u + f(x) == О,

О < х < 1, и(О) == иl, и(l) == и2,

О < C :::; Р (х) :::; Сl, О::;; q(x) :::; С2, If(x)l:::; Сз,

(1)

была построена однородная трехточечная разностная схема, дающая

точное решение задачи (1) на произвольной неравномерной сетке

WN=={X==O, Хl,..., Xi,..', xN==l}

в классе кусочно--непрерывных коэффициентов р (х), q(x), f(x)
(р, q, f Е Q(O)). Там же рассматривались усеченные схемы m ropaHra,

которые обеспечивают точность

O(llhll m+2), rдe Ilhllo == maxhi ,
w
N

hi == xi xi l

при дополнительных условиях

О < М
hi+l

М1 '"
hi

:::; 2, Ilhll o :::; hO' (2)

rде М1 ,
М2 , hO положительные постоянные, не зависящие от выбора

сетки.

Данная заметка является развитием статьи [1]. Показано, что основные

оценки работы [1] сохраняют силу без дополнительных условий (2).



В случае схемы нулевоrо paHra характеристикой точности схемы явля 

ется средний квадратичный шаr сетки

(
N

)
1/2

IIhl12 == (1, h
2 j1/2 == h;hi

Показано, что схема нулевоrо paHra всеrда имеет точность O(lIhll )в клас 

се р, q, f Е Q(O). В [3] был исследован вопрос о точности стандартных

схем на неравномерных сетках. Выбирая усеченную схему нулевоrо paHra

в качестве эталонной схемы и пользуясь теоремой 3 о сравнении решений

разностных краевых задач, удается усилить результаты работы [3]. При
этом мы не пользуемся проведенным в [3] детальным изучением структуры

поrрешности аппроксимации.

2. Итак, пусть WN
== {хо == О, Х1"", Xi,.", XN

== 1} произвольное

разбиение отрезка О :::; Х:::; 1 на N частей, hi == Xi Xi 1 шаr сетки, Yi

сеточная функция, заданная на WN' Введем обозначения (см. [3])

У == У(Х) == Yi,
(::1:1)
У == Yi::l:1, h == hi , h+1 == hi+1, п == 0,5(h + h+1),

( 1)
У У

Ух
==

h

(+1)
У  Y

h+1

N

(у, v] == L Уiщhi ,

i==1

ух
== y ==

х

(+1)
у  Y

п

N 1

(у, v)* == L YiVif4,
i==1

Ilyllo == тах IYil,
O i N

IIyI11 == (1, lyl], Ilylli == (1, lyl)*, lIyl12 == J(G21.

Отметим, что шаr hi разностной сетки является произвольной сеточной

функцией, удовлетворяющей лишь естественному условию нормировки

N

Lhi == 1.

i==1

3. Точная схема является консервативной схемой вида:

т
(p,q,f)

Lh У == (атух)х dTy + 'Рт
== О, у(О) == и1, у(l) == и2. (3)

Ее коэффициенты а
т , dT , 'Рт суть функционалы коэффициентов диффе 

реНциалыюrо уравнения (1).



При построении схемы (3) в [11 проводится преобразование сдвиrа

Х == Xi + (s Дi)14 == Xi + s14,  1:::;s :::; 1,

rде

д. hi+1 hi
Х. == Х. Д.J;.

,t

214'.
. .''''-

так что s ==  1при Х == Xi l,S == Д при Х == Xi, S == 1 при Х == ХН1.

Функции р (х), q(x), J(x) рассматриваются в местной системе координат

с началом в точке xi как функции s:

р (s) == р (х + s/i), q(s) == q(x + s/i), ](s) == J(x + s/i), х Е wN'

Коэффициенты ат, dT , l{JT определяются по формулам (19) (21)работы [1]:

/i
ат ==

h V1 (д, п),
(+1) /i
ат

==

h
V2(Д, п),

+1
(4)

д 1

dT
== h:

T J q(s)V1 (s, п) ds +  +1)J q(s)V2(s, п) ds, (5)
 1 h+1 ат д

l{JT
== (Ы + h +  +1)) /ivз(д, п). (6)

т h+1 ат

4. Здесь Vj(s, п) (j == 1,2, 3) так называемые шаблонные функции,

для отыскания которых надо решить задачи

:s (р ts)  V:) /i
2

q(s)Vj == О,  1< s < 1, j == 1,2,

1 dV1
v1( 1,/i)==0,

( ) d
( 1,п)==1; (7)

р  1 s

1 dV2
v2(1, п) == О,

р (1) d;(1, п) == 1;

(р ts)  :3) /i
2
q(S)V3 == 1(s),  1< s < 1, vз(х1, h) == О. (8)



Для функций Vl(S, п) и V2(S, п) в [1] были установлены тождества

Vl (1, п) == V2( 1, п),

vl(l, п) Vl(Д, п) V2(Д, п) ==

д 1

== п
2 { V2(д,п) J q(S)Vl(s,n)ds + Vl(д,п) J q(S)V2(s,fi)dS}. (9)

 l д

Учитывая (4), перепишем формулу (5) в виде

д 1

d== Vl( ,n)J q(S)Vl(s,n)ds+ V2( ,n)J q(s)v2(s,n)ds. (10)
 l д

Отсюда видно, что тождество (9) можно записать следующим образом:

vl (1, п) == Vl(Д, п) + V2(Д, п) + n2dvl (д, п)V2(Д, п). (11)

5. Покажем теперь, что 'Рт вычисляется по формуле
д 1

1

J
1

J'Рт
==

Vl(д,п)
f(S)Vl(S;n)ds+

V2(д,п)
f(S)V2(Sjfi)ds,

 l д

(12)

или

'Рт == Р[Р (х + sn), q(x + sn); f(x + sn)].

Отсюда и из (11) будет следовать

dT
== Р[Р (х + sn), q(x + sn)j q(x + sn)].

Вводя функцию rрина задачи (8)

{
Vl(S,n)V2(t,n)

G(s t)
Vl (1, п)

,

,

V2(S, n)Vl (t, п)
vl(l,n)

,

s t,

(13)
s t,

найдем

д 1

vз(д, п) == :   ::;J Vl(S, n)](s) ds + :ll  ::iJ V2(S, n)](s) ds. (14)
 l д



Обратимся теперь к формуле (6). Из (14) и (11) видно, что

(пdT + h + 1(+1) ) /'i ==

т h+1 ат

== /'i2dT +
1

+

1
==

V1 (1, п)
. ( )

VI (д, п) V2(Д, п) V1 (д, /'i)V2(Д, п)
15

Подставляя (14) и (15) в (6), приходим к формуле (12).

6. Преобразуем формулы для ат, dT , 'Рт к более удобному для исследо--

вания виду. Введем новую переменную 8', полаrая

х + 8п == х + 8'h при 8 д,

х + 8п == х + 8'h+1 при 8 Д

и требуя, чтобы 8' ==  1при 8 ==  1,8' == 1 при 8 == 1. Тоrда получим

h
8 == Д + п8' при 8 Д (8' О); 8 ==

л

+
h+1

8
, ....... л

(
,.......

О)ti

/'i
при 8 r ti 8 r .

Введем новые шаблонные функции

0:(8') == V1(8,/'i), {3(8') ==

h

/'i
V2(8, п).

+1

Они определяются условиями (вместо 8' снова пишем 8):

:8 (P* 8) ) h2
q*(8)0:(8) == О,  1< 8 < О, 0:( 1)== О,

1 do:

( ) d
( 1)== 1, (16)

р* 1 8

(P* 8)d: ) h lq*(8){3(8)== О, 0< 8 < 1, {3(1) == О,

1 dp

р*(l) d8 (1) ==  1, (17)

rде

{
Р (х + 8h),

р*(8) ==

Р (х + 8h+1),

8 < о;

8> о; {
q(X + 8h),

q* (8) ==

q(x + 8h+1), 8 > О.

8 < о;



Рассмотрим каждое из слаrаемых в формуле (12):

D. О

1

J
1

J
h

vl(L ,n)
Щ(В, n)f(s) ds ==

а(О) a(s)f*(s)dS!i'
 l  l

1 1

1

J
1

J
* h+l

V2(Д,n)
vl(s,n)f(s)ds ==

{3(0)
{3(в)! (s)ds Т'

D. О

В результате мы приходим к следующим формулам для коэффициентов
точной схемы:

ат
== а(О), (ci:) == {3(0), (18)

О 1

Мт
== a o)J a(s)q*(s) ds + ; l)J {3(s)q*(s) ds, (19)

 l о

О 1

n<Рт == a o)J a(s)f*(s) ds + ; \J {3(s)f*(s) ds. (20)
 l о

7. В 12] были изучены функции типа а(в) и {3(в). Для них справедливы

оценки

C (1 + в) а(в) а(О), а(в) Cl
sh

X  
+ в)

,

Х == y'CIC2 ,
 1< s < О,

c (1 в) {3(в) {3(0), {3(в) Cl ShX  в) ,
0< s < 1.

Отсюда и из формул (18) (20)следует, что

О < C а
т С4, О dT 2С2, I<PTI 2сз, если IfI СЗ, (22)

(21)

rде С4 положительная постоянная, зависящая только от Cl И С2.

ПО аналоrии с 11] будем искать а(в) и {3( в) в виде рядов:

00 00

а(в) == Lak(s)h2k, {3(в) == L{3k(S)h \.
k O k O



Функции O:k (8) И (3k (8), не зависящие от h и h+1, определяются по peKYP 

рентным формулам

s t

O:k(8) == 1 p*(t) [1 q*(Л)О:k l(Л)dЛ] dt,

 1  1

1 1

(3k(8) == 1 p*(t) [1 q*(Л)(3k l(Л) dЛ] dt,

s t

s

k > О, 0:0(8) == 1 p*(t) dt, (23)
 1

1

k > О, (30(8) == 1 p*(t) dt. (24)
s

8. Представим 0:(8) и (3(8) В виде:

0:(8) == п m)(8,h) + h2m+2 W m+1)(8,h)j

(3( ) П(m)
( h ) h2m+2 (т+l)

( h )8 ==

2 8, +1 + + 1 W2 8, + 1 ,

rде

(25)

m m

п m)(8,h)== LO:k(8)h
2k

, п m)(8,h+1)== L(3k(8)h \. (26)
k O k O

Заменяя 0:(8) и (3(8) полиномами п m)И п m),получим усеченную схему

т ropaHra:

т
( f) m

m
m

Lt,Q, у == (аух)х dy + <р == О, у(О) == Щ, y(l) == и2, (27)

ттт
коэффициенты которой а, d, <р вычисляются по тем же формулам (18) (20)
с заменой 0:(8) на п m),а (3(8) на п m).

m m

Пусть у решение задачи (27). Для поrрешности z == у и получаем

задачу
m

m m

Az == (a.zx)x dz ==  'Ф, z(O) == О, z(l) == О,

rде

(28)

m
m

m
m

'Ф == (( а ат)u.зJх (d dT)и + <р <Рт' (28')

Вводя, как обычно, разностную функцию rрина C(x, )и пользуясь

формулой rрина, а также оrраниченностью С, СЕ" сх , и, '!.Lx, получаем

Ily ullo м {llaT  lll+ IldT dll + II<pT II }, (29)

rде М положительная постоянная, зависящая только от Сl, С2, Сз.



m

9. Перейдем теперь к оценке разностей ат т;J;, dT d, <рт Ч5. Из (25)
и (18) (20)следует:

а
т

Т;J; == h2m+2wim+1) (О), fi(dT d) ==

{
О

(m+l)
== h2m+3 / (т+1)

( )
*

( ) d
W

1 (О)
а(О)

W
1

8 q 8 8

а(О)
 l

о

/
ат(8) *

}ат(О)
q (8) d8 +

 l

{
1

(т+1) ( )
1

2т+3
1

/ (т+1)
( )

*

( )
w2 О

/
!3т(8) *

( )d }+ h+l !3(0)
W
2

8 q 8 d8
!3(0) !3т(О)

q 8 8

О О

m
И аналоrичная формула для п('Рт <р).

Для wjm+l) (8) имеют место рекуррентные формулы
s t

Wi
m

+1)(8) == / p*(t) [/ q*(л)wi
m)

(л) dл] dt,

 l  l

1 1

w m+l)(8)== / p*(t) [/ q*(л)w m)(Л)dЛ]dt.
s t

По аналоrии с [1] получаем оценки

О W(m) (8 ) м
[Х(l + 8)]2т+l м''" 1 '"

(2т + 1)!
'" ,

О (т)
( ) м

[Х(l 8)]2т+1 м"'" W2 8 '"

(2т + 1)!
'" ,

(т)
( )

(т)
( )Wl 8

м"
W
2

8

м"
а(О)

'" ,

!3(0)
'" ,

ат (8) !3т(8)
ат(О)

1 ( 1< 8 О),
!3т(О)

1 (8 О),

rде х == y!CIC2 , м, м', м" положительные постоянные, зависящие только

от Сl И С2. Учитывая эти неравенства, найдем

IlaT т;J;lll == O(llh
2m+2

111),

II<fiT Ч5111 == O(llh
2m+2

111)'

m

IIdT dlli == O(llh
2m+2

111),



Обращаясь теперь к (29), убеждаемся в том, что справедлива

т е о р е м а 1. Усе"lе'Н:ная раз'Ностная схе'м'а т 20ра'Н2а (т О) и'м'e 

ет, (2т + 2) йnорядо'К: mO"lHocmu в 'К:лассс 'К:УСО"l1LO 'Неnрер'ЬtвН'ЬtХфун'К:ций
р (х), q(x), f(x) Е Q(O) 'На любой nоследователъности нерав'НО'м'ер'Ных сето'К:,

та'К: "lmo все2да выnол'Няется нераве'Нство:

Ily ullo Mllh2m+2111 Mllhll m+2, \, (30)

2де М == lvJ (сl, С2, сз) nоложителъ'Ная nостоя'Нная, зависящая толъ'К:о

от Сl, С2, СЗ.

Сравнение этой теоремы с соответствующей теоремой, доказанной
в п. 4 9 2 работы [1] показывает, что требование

hi+l
О < М1

Т
М2,

фиrурирующее в [1], является лишним и что оценка (30) справедлива при

любых Ilhllo.
о

10. Простейшей усеченной схемой является схема нулевоrо paHra L ,q,f)
(т == О). Ее коэффициенты имеют вид:

О 1

g == ао(О), == J ао(в) q*(s) ds +   1)J !30 (В) q*(s) ds, (31)
 1 па о

о 1

$ == J Qo(s)f*(s) ds +   1)J !3o (s)f*(s) ds.

 1 па о

Для усеченной схемы нулевоrо paHra теорема 1 может быть усилена.
т е о р е м а 2. Усе"lен'Ная схе'м'а 'НулевО20 ра'НЮ в 'К:лассе 'К:УСО"l'НО 

'Неnрерыв'Ных фу'Нr;;ций р (х), q(x), f(x) Е Q(O) и 'На любой nоследователъ 

'Ности cemor;; (J.)
N имеет второй nорядо'К: mO"lHocmu относителъно средне20

r;;eaJpamU"lH020 ша2а сет'К:и Ilh11 2 ,
mar;; "lmo при любых з'На"lениях Ilhll o cnpa 

ведлива оцен'К:а
о 2

"у ullo Mll h ll 2 , (32)
о

2де у реше'Ние зада"lи

о
( f) о о о о о

L/:,q, у==(ауз;)х dу+r.p==О, у(О)==иl, у(1)==и2, (33)

а М nоложителъ'Ная nостоян'Ная, зависящая толъ'К:о от Сl, С2, сз.



Для доказательства теоремы используется представление разности
о

z == у и в виде

о
о

у и==(С,ф), (34)
о

rде Ф определяется по формуле (28') при т == О, а'С == C(x, )функция
rрина задачи (33). Пользуясь первой формулой rрина и оrраниченностью

С, Gf., сх , и, %' а также оценкой (29) при т == О, получаем оценку (32).

11. Схему нулевоrо paHra можно использовать в качестве эталона при

изучении порядка точности любых друrих схем L ,q,f),например, консер..-

вативных стандартных схем, рассматриваемых в [3]. Пусть у решение

задачи

L ,q,f)y== (аух)х dy + r.p == О, у(О) == Щ, у(l) == и2,

(35)
о < C а Сl, О d С2, I 'Р I Сз.

о о
Из неравенства Ily ullo Ily yllo + Ily ullo и теоремы 2 следует, что

о
для оценки Ily ullo достаточно найти оценку для Ily yllo.

Для этой цели нам в дальнейшем понадобится
Л е м м а 1. Коэффициенты усе"lе'Нной схемы все2да .мож;'Но npeдcтa 

вить в виде
о

& == а* == J р (х + sh) ds,
 1

x+O,5h+l 0,5

== d* + (hd*)x, d* == J q(x') dx'== J q(x + (в + О')/i) ds,

x O,5h  O,5

(36)

$ == <р* + (h'P*)x'

о s

d*== JР (х + sh) [J q(x + th) dt] ds,

 1  o5

0,5
'

J лх + (в + О')/i) ds,
 0,5

(37)

б ==
h+1 h

4п

<р*

о s

'р*
== J Р (х + sh) [J f(x + th) dt] ds.

 1  O,5

(38)



В самом деле, меняя порядок интеrрирования, находим

о о о о

1 q*(s)ao(s) ds == 1 р*(в) [1 q*(t) dt] ds == а* 1 q*(t) dt 

 1  1 s  0,5

о s

1 р*(в) [1 q*(t) dt] ds,

1  0,5

1 1 s
( )

0,5

1 q*(s){3o(s) ds == 1р*(в) [1 q*(t) dt] ds == ;1 q*(t) dt +

о о о о

1 s

+ 1 р*(в) [1 q*(t) dt] ds.

о 0,5

Подставим эти выражения в (31) и учтем, что

р*(в) == р (х + sh),

р*(в) == р (х + sh+1),

q*(s) == q(x + sh)

q*(s) == q(x + sh+1)

при 1 < s < О ,

при О < s < 1.

о
В результате получим формулу d == d* + (hd*)x. Аналоrично устанавлива 

о
ется формула r.p == <р* + (hr.p*)x'

12. Пусть у р шениезадачи (35), а 1i решение той же задачи с

коэффициентами а, d, <р. в [1] было показано, что

1I1i yllo м {lla alll + Ild dlli + Il<p r.plli } . (39)

о

Рассмотрим разность z == у у. Для нее получим задачу (28) с правой
частью

о
00 00 о

Ф == ((а а)уз)х (d d)y + r.p <р.

о

Представляя z в виде z == (С, ф), пользуясь леммой 1 и учитывая, что

(С, (hd*)€)* ==  (c (x, ),h( )d*( )], (С, (hr.p*)€)* ==  (C ,hr.p*],

видим, что справедлива



Т е о р е м а 3. Пусть у реше'tше зада"lи (35) при р, q, f Е Q(a); тО2да

выполняется неравенство

Ily  lla M(lla a*111 + Ild d*lli + II'P 'P*111 + jjhd*111 + Il h'P*1I1) (40)

на любой сет'К:е W
N'

С л е Д с т в и е. Если у* решение зада"lи (35) С 'К:оэффициента.ми

а

а* == J р (х + 8h) d8,
 1

0,5

d* == J q(x + (8 + о)п) d8,

 0,5
(41)

0,5

'Р* == J f(x + (8 + о)п) d8,
 0.5

о ==
h+1 h

4п

то справедлива оцен'К:а

Ily*  lla M(llhd*111 + Il h'P*1I1). (42)

о а О о
Пусть у обозначает решение задачи (33) с коэффициентами а, d, 'Р,

соответствующими коэффициентам р, q, 1 Е Q(O) дифференциальноrо ypaB 

нения (1). Тоrда имеет место неравенство

а а

Ily ylla M(lla* а* 111 + Ild* d* Ili + II? 'Р* Ili +

+ Ilh(d* d*)111 + Ilh( * 'P*)111). (43)

Это утверждение доказывается так же, как и теорема 3.

а
13. Полученные выше оценки для разности у у можно использовать

для уточнения теорем 1 и 2 работы [3]. Пусть Ау == (ay3Jx dy + 'Р Ok

нородная трехточечная каноническая консервативная схема стандартноrо

типа, принадлежащая исходному семейству схем, определенному в [3], а

у
== у(х) решение соответствующей задачи (35) для этой схемы.

Предположим, что коэффициенты р, q, f Е С(1,1) И удовлетворяют усло--

виям

о < c р(х) С1, О q(x) С2, If(x)1 сз,

rде с'1' С1 , С2, сз постоянные.



Оценим слаrаемые, входящие в правую часть неравенства (43). Так как

схема Ау удовлетворяет необходимым условиям BTOpOI'O порядка аппрок 

симации

А[l] == D[l] == Р[1] == 1, Al[S] ==  0,5, D[s] == F[s] == О,

то

а == р (х) 0,5hp'(x) + O(h
2
), а а* == O(h

2
),

d d* == O(h
2
) + O(h I)' r.p <р* == O(h

2
) + O(h I)'

Отсюда следует, что

Ila a*lll == О(llhIШ, Ild d*lli == O(llhll ), 11r.p r.p*lli == О(llhIШ.
учитывая неравенство

О О

Ily ullo Ily yllo + "у ullo

и теорему 3, а также оценки d* == O(h), <р* == O(h), убеждаемся в справед 

ливости теоремы 1 работы [3]:

Ily ullo Mllhll , (44)

rде М положительная постоянная, не зависящая от сетки.

Для схемы А*у == (а*у.зJх d*y + <р* эта теорема может быть усилена.

Те о р е м а 4. Разностная схема А*у, определяемая шаблонными

фун'К:цио'Налами (41), для любых р, q, f Е с(О,I) на nроизвол'Ь'Ной nоследо 

вател'Ь'Ности нерав'Но.мер'Ных сето'К: имеет второй nорядоr;; mO"lHocmu:

"у* ullo Mllhll . (45)

в самом деле, если р, q, f Е с(о,I), то

d* == O(h), <р* == O(h), Ilhd*IIl == O(llhll ), IIhr.p*IIl == O(IIhll ).

ОТСlOда и из оценки

Ily*  llo M(llhd* 111 + Ilhr.p* 111)

следует неравенство (45).
З а м е ч а н и е. Оценка (45) является равномерной в классе с(О,I)

функций р, q, f, имеющих одну и ту же постоянную Липшица С4, причем

М в (45) зависит только от с'1' Сl , С2, СЗ и С4.



14. Пусть р, q, f Е Q(o,l), == ХN + ehn+ 1 (О ::::; е ::::; 1) точка разрыва

р, q, f. Нетрудно заметить, что

d* (х) == О (h) при Х i- хn ,

d* (хn ) == 0(1) при е < 0,5,

d*(x) == O(h) при х i- Хn+1,

d*(Xn+1) == 0(1) при е> 0,5.

Поэтому справедливо неравенство

Ilhd*111 ::::; M(llhll + h; + h;+1)'
Аналоrично оценивается 11 hr.p* 111 .

Т е о р е м а 5. Разностная схема А*у в 'К:Лассе Q(O,l) r;;оэффициентов
р, q, f уравнения (1) имеет второй nорядо'К: mO"lHocmu, та'К: "lmo

ЗО

Ily' ullo ,;; м [11 hll + J;.(h ;+ h ;+1)], (46)

если  nj== x
nj
+ ej hnj + 1 (О ::::; ej ::::; 1), j == 1,2,... ,jo тО"l'К:и разрыва

фун'К:ций р, q, f.

Рассмотрим теперь произвольную стандартную схему, принадлежащую

исходному семейству схем. Если р, q, f Е Q(o,l), то

Ila a*111==0(llhI1 2 ) + 0(hn+1 ), Ild d*lli==0(llhI12) + о(п-п) + 0(п-п+1),

II'P 'Р* Ili == 0(llhI12) + о(п-п) + 0(п-п+1),

Ilhd* 111 == 0(llhI1 2 ) + 0(hn+ 1 ), Ilh'P* 111 == 0(llhI12) + 0(hn+ 1 ).

Отсюда и из теоремы 3 следует

т е о р е м а 6. Для nроизволъной исходной схемы Ау == L(p,Q,f)y cтaH 
дартНО20 типа справедливы оценr;;и:

jo

Ily ullo ,;; м [llhI12+ J;. (hn; +hn;+l +hn; +2)] при р, q, f Е Q(o,l), (47)

jo

Ily ullo ,;; м [11 h II +J;. (hnj +hn;+1 +hnj+2)] при р, q,f Е Q(1,1), (48)

если  j== xnj + ej hnj + 1 (j == 1,2,... ,jo) mO"lr;;u раЗрЪtва р, q, f.



Подчеркнеfl-I еще раз, что полученные выше оценки справедливы на лю 

бой последовательности разностных сеток для любых N. При этом 1111

положительные постоянные, не ::If\.Rис.яrт иеОТ выбора сеток WN'

Поступила в редакцию 29.09.1962
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ОЦЕНКАХ
поrРЕШНОСТИ МЕТОДА
ТИПА PYHrE KYTTA

А. Н. Тихо'Нов, А. д. rорбу'Нов

(Мос'К:ва)

1. Пусть для системы обыкновенных дифференциальных уравнений
рассматривается задача Коши

dy
dx

== J(x, у), у(хо) == уо, (1)

rде у(х) == {y(l)(x),... ,y(N)(x)} искомая вектор функцияN измерений,

f(x, у) == {J(l) (х, у), . . .

, f(N) (х, у)} заданная векто функцияот N + 1

переменной х, y(l), . . .

, y(N), непрерывная и достаточно rладкая в некоторой

замкнутой области G пространства {х, y(l),..., y(N)}, (хо, уо) Е с.

Пусть эта задача приближенно решается при помощи формулы типа

PYHr KYTTa[11. Построим уравнение поrрешности метода, определяемоrо

какой либоформулой типа PYHre KYTTa,И С ero помощью выведем мажо 

рантные и асимптотические оценки поrрешности этоrо метода.

2. Как известно [11, формулы типа PYHre KYTTaстроятся так, что для

каждой из них имеет место равенство

ду(хо ) ДУО == Y(Xl) Уl == O(h
s+1), (2)

rде ду(хо ) == У(Хl) у(хо), у(х) точное решение задачи (1), ДУО == Yl УО

(Yl значение искомоrо приближенноrо решения задачи (1) в точке

хl == хо + h, h > О), s степень метода (т. е. наибольшее натуральное

число, удовлетворяющее равенству (2)).
Так как, кроме Toro, формулы типа PYHre KYTTaприменяются peKYP 

рентно, то при переходе от узла xk lк узлу xk (Xk ==

хо + kh, k == 0,1, . . .)
соотношение (2) переписывается в следующем виде:

Zk l(Xk) Zk l(Xk l) ДУk l== O(h
s+ 1

), k == 1,2,...; (3)



rде Zk l(х) точное решение задачи Коши,

Z' == f(x, z), Z(Xk l)== Yk l (4)

и ДУk l== Yk Yk l(Yk значение искомоrо приближенноrо решения,

отвечающее узлу Xk)' При этом, как леrко видеть, имеет место равенство

Zk l(Xk) Zk l(Xk l) ДУk l== zk l(Xk) Yk. (5)

Изложенное дает возможность построить разностное уравнение относи 

тельно поrрешности метода, определяемоrо любой из формул типа PYHr 
Кутта. Действительно, имеем:

бk == Y(Xk) Yk == Y(Xk) Zk l(Xk)+ Zk l(Xk) Yk. (6)

Соrласно (3) и (5), последнее равенство переписывается в виде:

бk == Y(Xk) Zk l(Xk)+ O(hs+
1
). (7)

Далее, выразим разность Y(Xk) Zk l(Xk)через бk l'Для этоrо из тожде 

ства (1) вычтем тождество

Zk l(х) == f(x, Zk l(X)),

Тоrда по теореме о среднем получится

v'(X) == F(x) . v(x), (8)

rде

v(X) == У(Х) Zk l(X)

и

F(x) ==
д!(х, у) I ' (9)

ду z==y(x)+8(x)v(x)

6(х) вектор средних значений, 0< 6(х) < 1. Из уравнения (8) вследствие

интеrрирования при начальном условии

V(Xk l)== бk l

находим:

v(X) == У(Х) Zk l(X)== П(Хk l,х)бk l,
rде n матрицант матрицы F.

(10)



Внося в соотношение (6) выражение разности Y(Xk) Zk 1(Xk),BЫTe 
кающее из (10), получим разностное уравнение для поrрешности метода в

следующем виде:
+1бk == n(Xk 1,Хk)бk 1+ O(h

S

). (11)

3. Для получения мажорантной оценки поrрешности метода в соотно--

шении (11) перейдем к первой норме; тоrда получится:

+1
IIOkll1 IIП(Хk 1,Хk)1I11Iбk 1111+ O(h

S

). (12)

Если через L обозначить константу Липшица для системы (1), то получится
оценка

IIП(Хk 1,Xk) 111 exp(hNL).

После чеrо неравенство (12) перепишется в виде

IIOkl11 exp(hNL) '1IOk 1111+ O(h
s+1). (13)

Учитывая, что IIба l1 1 == О, и суммируя последнее разностное неравенство,

найдем
k 1

IIбk l1 1 O(h
s+ 1

) Lexp(jhNL).
j==O

Отсюда с учетом очевидноrо асимптотическоrо равенства

(14)

h I: exp(jhNL) '7'0
j==O

exp(€NL) d1. + O(h) (15)

О

получается нужная оценка

Xk Xa

IlOkl11 O(h
S

) [ J exp(€NL) d€ + O(h)].
а

(16)

Тем самым доказана следующая

Т е о р е м а 1. Если ве'К:тор фун'К:'Цияf по всем аР2у.мента.м обладает

nервЪt.ми s неnреръtвНъt.ми "lастнъt.ми nроизводнъt.ми, то для nО2решности

.метода, оnределяе.мО20 одной из фор.мУЛ типа PYH2e Kyттas йстепени,
и.меет .место о'Цен'К:а (16).



4. Перейдем к получению асимптотическоrо разложения поrрешности

метода. Для этоrо перепишем формулу (2) в следующем виде:

ду(хо) дуо == h
s+1

. С . Ф(хо , Уо) + O(h
s+2

), (17)

rде Ф вполне определенный оператор от f, а С зависит только от pacCMaT 

риваемой формулы типа PYHre KYTTa.В соответствии с этим равенство (3)
переписывается так:

Zk l(Xk) Zk l(Xk l) ДУk l== hS+lФ(Хk l,Уk l)+ O(h
s+2

) (18)

и, следовательно, уравнение поrрешности метода (11) принимает вид

Ok == П(Хk l,Xk)Ok l+ h
s+1

. С . Ф(Хk l,Yk l)+ O(h
s+2

). (19)

Суммирование последнеrо разностноrо уравнения приводит к формуле

k l

Ok == h
s+ 1

. С I: П(Хj+l, Хk)Ф(Хj, Yj) + O(hS+
2
).

j==O

Так как неравенство (16) равносильно формуле

(20)

Yj Y(Xj) == O(h
S

),

то справедливы разложения

Ф(Хj,Уj) == Ф(Хj,У(Хj)) + O(h
S

),

П(Хj+1, Xk) == П(Хj+l, Xk) + O(h
S

),

rде П матрицант матрицы af XIY)I .

У у==у(х)

После этоrо (20) можно переписать так:

k l

Ok == hs+1
. с. I: П(Хj+l, Хk)Ф(Хj, Y(Xj)) + O(h

S+2). (20')
j==O

Учитывая очевидную формулу

k 1 Xk

h I: П(Хj+l, Хk)Ф(Хj, Y(Xj)) == J П( ,Хk)Ф( ,y( ))d + O(h), (21)
j==O

ХО



из (20') получим разложение

Xk

бk == h
S

. С . J П(€, Хk)Ф(€, y(€)) d€ + O(h
s+1).

Ха

(22)

Таким образом доказана следующая

Т е о р е м а 2. Если ве'К:тор фун'К:цuяf по всем ар2умента.м обладает

первой s + 1 непрерывной "lастной производной, то для nО2решности Me 

тода, оnределяе.мО20 одной из ФОРМУЛ типа PYH2e Kyттa,B Йстепени,
имеет .место аси.мnтоти"lес'К:ое разло;жение (22).

Эту теорему можно сформулировать несколько по--иному:

Т е о р е м а 3. Если ве'К:тор фун'К:цияf по все.м ар2у.мента.м обладает

первой s + 1 неnрерЪLвной "lастной производной, то nО2решностъ .метода,
оnределяе.мО20 одной из ФОРМУЛ типа PYH2e Kyттa,B Йстепени, .мо;жет

БЪLтъ найдена в виде решения систе.мы уравнений

dи
==

aJ(x, у) I 'и+hS.СФ(х,у(х))+О(hS+l),dx ду Y Y(X)

отве"lающе20 нулевы.м на"lМЪНЪL.м условия.м.

Сравните с аналоrичной теоремой из [2]).

5. Результаты, полученные в предшествующих пунктах, имеют также

силу для любоrо метода, определяемоrо каждой из двусторонних формул
типа Рунr Кутта.

Поступила в редакцию 9.04.1962
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МАТЕМАТИКА

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Чле'Н 'К;орресnо'Нде'НтАН СССР А. Н. Тихо'Нов, А. А. Самарс'К:ий

Неоднократно высказывалась rипотеза, что если разностная схема

устойчива в классе постоянных коэффициентов, то она устойчива и в классе

переменных коэффициентов. В данной заметке приводится пример, пока 

зывающий, что эта rипотеза неверна, если в качестве класса переменных

коэффициентов брать кусочно--непрерывные и кусочно--дифференцируемые
функции 1)

1. Рассмотрим неявную разностную схему:

и и 1
т

1

h2 [Ьi (И+1 у{) аi(И И 1)]== LhИ,
О < i < N, j > о,

(1)

и первую краевую задачу, ей соответствующую:

==  N== о, j о; (2)

(3)у? == VJi, о < i < N,

rде VJi заданные начальные значения, причем

1 1
ai == ki 4: (ki+1 ki 1), bi

== ki + 4: (ki+1 ki 1), (4)

h и т шаrи разностной сетки (Xi == ih, tj == jT, i == 0,1,... , N; j == о,... , т;

h == l/N, т == Т/т).
Эта схема соответствует уравнению

ди
== (k (x )

ди

)at дх дх'
О < х < 1, о < t Т, k(x) > о, (5)



в чем леrко убедиться, если переписать ее в виде

yf y{ l
== k.

Y{ l 2у{ + У{+1
+

ki+l ki lУ{+l y{ 1
7

t
h2 2h 2h

Разностная схема (1) с условиями (2) и (3) устойчива в классе непре 

рывных коэффициентов при достаточно малом h и любых 7, так как в

этом случае Щ > О, bi > О И справедлив принцип максимальноrо значения,

откуда и следует равномерная по h корректность.

2. Будем искать решение разностных уравнений (1) с условиями (2) в

виде у{ == 8jVi. Для функции Vi получаем задачу на собственные значения

LhVi ==  >'Vi, о < i < N, Vo
==

VN == О

или

LhVi == >'Vi, Vo == VN == О (>' ==   ), (6)

rде >. == (8 1)/87, так что 8 == 1/(1 >.7).
Пусть k(x) > О кусочно--постоянная функция

{
kl

k(x) ==

k2

при х < € == хп + оh,

при х > €,

о < о < 1,
(7)

rде € точка разрыва k(x) иррациональна.

Будет показано, что если

апап+l ЬпЬп+l
qo ==

.Jkl
+

..;k2
(8)

отрицательно, то при достаточно малом h < ho задача (6) имеет положи 

тельное собственное значение >'0' причем >'0 > zo/h, rде Zo произвольная

положительная постоянная. Отсюда будет следовать, что при qo < О

8
т

== 8
Т/Т /'оТ eZOT/h (т7 == Т).

Т......о

Для нашей схемы

qo
== 1{[1 l(И 1)][и l(И l)]JИ+[l+l(И l)][и+l(И l)]},

rде и == k2 /k1 .



Если k2 > kl (х > 1), то все квадратные скобки, кроме первой, поло--

жительны; если Х > 5, то первая скобка отрицательна и первое слаrаемое

внутри фиrурных скобок также отрицательно. Так как степень по Х Пf р 

Boro слаrаемоrо равна 5/2, а BToporo 2, то ясно, что существует такое Ха,
что qa < О при Х> Ха (приближенное значение Хо 11,88.. .).

3. Нетрудно проверить, что функция

{
Vl при i::::; n,

";  :;71 Xi)
 иi n+1

sh,6(l хn+l)

удовлетворяет условиям задачи (6) для i < n и i > n + 1, если выполнены

условия

2 2 ah 2 ,6h
)"h == 4k1 sh 2

== 4k2 sh 2' (9)

Значения Vl и V2 определяются из уравнений (6) при i == n и i == n + 1,

а ).. из условия разрешимости этих уравнений относительно Vl и V2.

Введем обозначения

JЧ ==

sh ахn sh axn 1

sh ахn

sh,6(l хn+l) sh,6(l Хn+2)
f.L2 ==

sh,6(l хn+l)

И запишем уравнения (6) для i == n, n + 1 в виде

()"h
2
+ Ьn + anf.Ll)Vl bnV2 == О,

 an+1Vl+ ()"h
2
+ аn+l + bn+1 f.L2)V2 == О.

Приравнивая определитель этой системы нулю, получим уравнение для )..:

F().., h) == )..2h4 + p)"h
2
+ q

== О,

rде

р == Ьn + аn+l + anf.Ll + bn+lf.L2,

q == anan+lf.Ll + bnbn+lf.L2 + anbn+ 1 f.Llf.L2'

Требуется доказать, что при выполнении условия qo < О для любоrо Zo

найдется )..0 корень уравнения F()", h) == О, причем )..0 > za/h.

(10)



4. Нетрудно видеть, что О < /Ч < 1, О < f.L2 < 1. Отсюда следует оrрани 

ченность р и q при заданных k1 и k2. Рассмотрим произвольные числа Zl и

Zo 'I'акие, что Zl <Zo. Заменим л на z, полаrая z == лh; при этом функция
F(л, h) преобразуется в функцию

F(z, h) == F(л, h) == z

2
h
2
+ pzh + q.

в п. 5 будет доказано, что

q == qo (1 + O(h)) + O(h), (11)

rде qo определяется формулой (8). Если qo < О (и> ио) то при достаточно

малом h < ho
F(z, h) < О при zl Z zo'

С друrой стороны, при любом h, в силу оrраниченности р, q,

F(z, h) > О при z> z(h) > zo,

откуда следует, что при qo < О найдется корень уравнения F(z, h) == О,

удовлетворяющий условию z > zo, или корень уравнения F(л, h) == О, для

KOToporo л> z/h, что и доказывает неустойчивость схемы (1) при и> ио'

5. Докажем асимптотическое равенство (11). Очевидно, что для значе 

ний а и fЗ, определяемых равенствами

2 ah 2 fЗh
zh == 4k1 sh 2

== 4k2 sh 2 (9')

в интервале Zl Z Zo имеют место асимптотические равенства по h:

ah == /f; (1 + O(h)),

Кроме Toro, при zl z Zo

f.L1 == 2 sh
ah ch а(хn 0,5h)

== ah [1 + O(a
2
h
2

)] == ah[l + O(h)] (13)
2 sh ахn

fЗh == /F; (1 + O(h)). (12)

и аналоrично

f.L2 == fЗh(l + O(h)). (13')

Подставляя равенства (13), (13') в выражение (10) для q, получаем

q == (a l+ b l) (1+ O(h)) + O(h) == qo (l+ O(h)) + O(h),

rде qo определяется формулой (8).
Таким образом доказана неустойчивость схемы (1) при и == k2/k1 > ИО

и достаточно малом h < ho.



Нетрудно убедиться (ср. [1]), что в тех случаях, коrда схема (7) для

кусочно постоянныхкоэффициентов k(x) сходится, предельная функция
для yf будет отлична от решения соответствующей краевой задачи ;т,ля

дифференциальноrо уравнения (5). Для сходимости в классе разрывных

коэффициентов схемы

j . l

Yi yf L .j
hYi

Т

необходимо и достаточно, чтобы оператор LhYi был консервативным (caMO 
сопряженным), т. е. чтобы bi == aHl (см. [1]).

Поступило 29 ХН 1962
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УДК 518:517.91/.94

ОЦЕНКИ поrРЕШНОСТИ МЕТОДА ТИПА

PYHrE KYTTAИ ВЫБОР ОПТИМАЛЬНЫХ

СЕТОК

А. Н. Тихо'Нов, А. д. rорбу'Нов
(Москва)

Целью настоящей статьи является формирование способов выбора оп 

тимальных сеток при решении методом PYHr KYTTaзадачи Коши для си 

стемы обыкновенных дифференциальных уравнений

dy
dx

== J(x, у), у(хо) == уо, (1)

rде у(х) == {у(1)(х),..., y(N)(x)} искомая вектор функцияN измерений,

f(x, у) == и(1)(х, у),..., f(N)(x, у)} заданная векто функцияот N + 1

переменной х, у(1), . . .

, y(N), непрерывная и достаточно rладкая внекоторой

замкнутой области G пространства {х, у(1),..., y(N)}; (хо, уо) Е с.

9 1 посвящен анализу неравномерных сеток узлов, подразделяющих

данный отрезок. В этом параrрафе вводятся понятия параметра и функции
распределения шаrов сетки. Параметр и функция распределения шаrов в

своей совокупности составляют представление неравномерной сетки.

В 9 2 выводится асимптотическое разложение меры поrрешности метода

с использованием элементов представления неравномерной сетки (см. фор 
мулы (2.11) и (2.20)).

9 3 содержит решение задачи о выборе оптимальных сеток. При N == 1

этот выбор осуществляется на основе МИНИМИзации модуля rлавноrо члена

меры поrрешности метода (см. формулу (2.20)). При ЭТО!l1 функция распре 

деления шаrов может быть вычисляема в процессе интеrрирования.

При N > 1 оптимальная сетка выбирается из условия минимизации

модуля rлавноrо члена асимптотическоrо разложения меры поrрешности

метода какой либо«предпочтительной» координаты или из условия мини 

Мизации некоторой «нормы» rлавноrо члена аСИ!lштотическоrо разложения

меры поrрешности метода.



э 1. Неравномерные сетки

1. Пусть на отрезке [а, Ь] задана неравномерная сетка узлов, подразде 

ляющая этот отрезок:

а ==

ХО < Х! < ... < Xk < ... < Хn == Ь;

hk==Xk+l Xk, k==O,l,...,n l,

(1.1)

(1.2)

hk суть шаrи этой сетки, h ее норма,

h == шах hi .

O:(i:(n 1
(1.з)

Полаrая
hk

<Pk ==

Т'
k == 0,1,. . .

,
n 1, (1.4)

и

тр(х) == <Pk при Xk Х < XHl, k == О, 1,...,n 1,

получим функцию, удовлетворяющую условиям

(1.4')

hk == hТP(Xk), k == О,1,...,n 1. (1.5)

В дальнейшем тр(х) будем называть н о р м а л ь н о й Ф у н к Ц и ей р а с

п r р. 11; Р. Л е н и я ш а r о в с е т к и. Заданием нормы и нормальной функ 

ции распределения шаrов, очевидно, полностью определяется сетка.

Введем следующее определение. Положительное число л и положитель 

ную непрерывно дифференцируемую на [а, Ь] функцию <р(х) будем назы 

вать, соответственно, пар а м е т р о м и Ф у н к Ц и ей р а с п р е Д е л е

н и я ш а r о в с е т к и, если выполнены следующие условия:

1) hk == Л<Р(Хk), k == 0,1, . . .

,
n 2,

2) hn l Л<Р(Хn l),
(1.6)

Связь между нормой сетки и ее параметром может быть характеризо--

вана соотношениями

h == О(л), л == O(h), (1.7)

причем в качестве констант в приведенных оценках MorYT быть приняты,

соответственно,

тах <р(х) и

а:(х:(Ь

1

min <р(х)'
а:(х:(Ь

(1.8)



Обозначим через S множество всевозможных сеток, подразделяющих

отрезок [а, bl, а через С1 множество положительных непрерывно диффе 
ренцируемых функций, определенных на отрезке [а, Ь]. Запись (л, 'Р), rде

л положительное число, а 'Р Е С1, будем называть представлением co 

ответствующей сетки (J' из S и писать (J' == (л, 'Р). Леrко видеть, что при

фиксированном л > о отображение

(J'==(Л,'Р), 'РЕ С!, (J'ES (1.9)

является однозначным отображением множества С1 на множество В.

2. Из сказанноrо в предыдущем пункте вытекает, что параметр сетки,

в отличие от ее нормы, не является самостоятельной характеристикой. Он

характеризует ее только в совокупности с одной из соответствующих функ 
ций распределения шаrов. Чтобы сделать параметр сетки более эффектив 
ной характеристикой, нужно сузить множество представлений. Для это--

ro MorYT применяться различные способы нормировки. Под нормировкой

представлений мы будем понимать способ выбора определенноrо элемента

из каждоrо класса представлений вида

( ,а'Р) , (1.10)

rде а произвольное положительное число.

Рассмотрим при м еры н о р м и р о в к и.

1) Выберем из каждоrо класса вида (1.10) представление, для KOToporo

а определяется из условия л/а == h (h норма сетки (J'). При нормиро--

ванных таким образом представлениях параметром сетки всеrда будет ее

норма.

2) Выберем из каждоrо класса (1.10) представление, для KOToporo а

определяется из условия
ь

J
dx
 1

а'Р(Х)
.

а

(1.11)

При нормированных таким образом представлениях параметр л лю 

бой сетки из S асимптотически равен обратной величине числа n ее шаrов

(ср. с [11).
Действительно, суммируя равенства

л  k 0 1
'P(Xk)

, ==" . . . ,n 1,



которые получаются из (1.6), и учитывая условия нормирования, будем
иметь

hk
п>' ==

L.J
== 1 + O(h);

k==O cp(Xk)

в качестве константы в оценке последнеrо члена может быть принят макси 

мум модуля производной от функции l/ср(х) на отрезке [а, Ь]. Если учесть

первое из соотношений (1.7), то (1.12) перепишется в виде

(1.12)

71,>' == 1 + 0(>'). (1.13)

Отсюда получаются соотношения

== >. + 0(>.2),
71,

>. == + O ( ) .

71, 71,2

(1.14)

(1.15)

2. Оценки поrрешности метода

1. Как известно (см. [2], с. 286 311),формулы типа PYHr KYTTaи на

неравномерной сетке ХО, Хl,... , Xk,.. . строятся так, что для каждой из них

имеет место равенство

Ду(хо ) Дуо == У(Хl) Уl == O(h +1), (2.1)

rдe ДУ(Хо) У(Хl) У(Хо) (у(х) точное решение задачи (1)),
Дуо == Уl УО (Уl значение искомоrо приближенноrо решения задачи (1)
в точке Хl

== ХО + ho, ho > О нулевой шаr сетки), s степень метода (т. е.

наименьшее натуральное число, удовлетворяющее равенству (2.1)).
Так как, кроме Toro, формулы типа PYHre KYTTaприменяются pe 

куррентно, то при переходе от узла Xk lк узлу Xk (Xk == Xk l+ hk l,
k == 1,2, . . .) соотношение (2.1) переписывается в следующем виде:

Zk l(Xk) Zk l(Xk l) ДУk l== O(h  i), (2.2)

rде Zk 1 (х) точное решение задачи Коши

z' == f(x, z), Z(Xk l)== Yk l (2.з)

и ДУk l== Yk Yk l(Yk значение искомоrо приближенноrо решения,

отвечающее узлу Xk).



Изложенное дает возможность построить разностное уравнение относи 

тельно поrрешности метода в следующем виде (см. [3]):

8+1
Ok == n(Xk 1,Xk) Ok 1+ O(hk 1)' (2.4)

rде n матрицант матрицы af X,у) I ' О(х) вектор
у y==y(x)+B(x)x[Y(X) Zk l(X)]

средних значений, О < O(i)(x) < 1, символ х обозначает прямое произве 

дение двух векторов. Это уравнение неудобно тем, что в нем под знак О

входит переменный шаr сетки.

2. Для получения мажорантной оценки поrрешности метода просумми 

руем неравенство

IIOkl11 exp(hk 1NL) Ilok 1111+ hk 10(h8), (2.5)

в котором L обозначает константу Липшица системы (1). (Оно получает 

ся из уравнения (2.4) с учетом равенства (1.5) тем же способом, который
изложен в [з].) в результате этоrо получается оценка

Xk

IIOkl11 O(h
8

) [/ exp((Xk  )NL) d + O(h)].
Хо

(2.6)

Тем самым доказана следующая

Т е о р е м а 1. Если ве'К:тор фун'К:цияf по всем ар2умента.м обладает

nерв'Ыми s неnрер'ывн'Ыми "lастн'Ыми nроизводн'Ыми, то для nО2решности

метода, оnределяеМО20 одной из ФОРМУЛ типа PYH2e Kyттa,s iJ,степени,
при вся'К:ой неравномерной сет'К:е имеет место оцен'К:а (2.6), npU"leм 'К:OH 

стант'Ы, входящие в оценки O(h
8

) и O(h), зависят тол'Ь'/\,о от зада"lи (1)
и исnол'Ьзуемой ФОРМУЛ'Ы типа PYH2e Kyттa.

3. Перейдем к получению асимптотическоrо разложения поrрешности

метода. Для этоrо перепишем формулу (2.1) в следующем виде:

ь"У(Хо) ь"Уо == h +1Сф(хо,Уо) + O(h +2), (2.7)

rде С константа, зависящая от применяемоrо метода, и Ф == ф[J] вполне

определенный оператор от f. в соответствии с этим равенство (2.3) пере 

писывается так:

Zk 1(Xk) Zk 1(Xk 1) b..Yk == h  iСФ(Хk 1,Уk 1)+ O(h   ),(2.8)



и, следовательно, уравнение поrрешности метода (2.4) принимает вид

Ok == n(Xk l,Xk)Ok l+ h  iСФ(Хk l,Yk l)+ O(h   ).
Если, кроме Toro, учесть равенство (1.6), то последнее уравнение можно

будет записать так:

Ok == n(Xk l,Xk)Ok l+ >..вСФ(Хk l,Yk 1)'P8(Xk 1)hk 1+ hk 10(,\8+1). (2.9)

Суммирование последнеrо разностноrо уравнения приводит к формуле

k

Ok == ,\8Cz= П(Хi,Хk)Ф(Хi 1,Уi 1)'Р8(Хi 1)hi 1+ 0(,\8+1).
i==l

(2.10)

Так как неравенство (2.6) вместе с первым соотношением (1.7) равносильно

оценке Yj Y(Xj) == 0(,\8), то справедливы разложения

Ф(Хj,Уj) == Ф(Хj,У(Хj)) +0(,\8), n(Xi,Xk) == n(Xi,Xk) +0(,\8),

rде n матрицант матрицы af ,У) I .

У у==у(х)

После этоrо (2.10) можно переписать в виде

k

Ok == ,\8Cz= П(Хi,Хk)Ф(Хi 1,У(Хi 1))'Р8(Хi 1)hi 1+ 0(,\8+1).
i==l

(2.10')

учитывая очевидную формулу

k

z= n(Xi, Хk)Ф(Хi l,Y(Xi 1))'P8(Xi 1)hi 1==
i==O

Xk

== J п( ,Хk)Ф( ,Y( ))'P8( )lЦ + 0('\),

ХО

из (2.10) получим разложение

Xk

Ok==,\8C J П( 'Хk)Ф( ,У( ))'Р8( )lЦ+0(,\8+1).
Ха

(2.11)



Таким образом, доказана следующая

Т е о р е м а 2. Если ве'К:тор фун'К:цияf по всем ар2ументам облада 

ет nерво'й s + 1 неnрер'ывно'й "lacmHoil nроизводно'й, то для nО2решности

метода, оnределяеМО20 одно'й из ФОРМУЛ типа PYH2e Kyттa,s ilстепени,
при вся'К:о'й неравномерно'й сет'К:е имеет место асимnтоти"lес'К:ое разложе 

ние (2.11), npU"leM 'К:онстанта, входящая в оцен'К:у nоследне20 'Ч,J/,ена, зави 

сит от зада"lи (1), nрименяемо'й ФОРМУЛЫ типа PYH2e Kyттaи фун'К:ции

'Р(х) распределения ша20в это'й сетки при параметре Л.

Эту теорему можно сформулировать несколько по--иному:

Т е о р е м а 3. Если ве'К:тор функцияf по всем ар2ументам облада 

ет nерво'й s + 1 неnрерывно'й "lacmHoil nроизводно'й, то асимnтоти"lес'К:ое

разложение nО2решности метода, оnределяеМО20 одно'й из ФОРМУЛ типа

PYH2e Kyттa,s ilстепени, при любо'й неравномерно'й сет'К:е может бытъ

построено в виде решения системыl уравнени'й

du
==

af(y, х)
I и + лSСф(х, y(x))'PS(x) + о(лs+

1
),

dx ду у==у(х)
(2.12)

отве'Чающе20 нулевыlM на"lМЪНЪtМ условиям.

4. Во мноrих случаях целесообразно пользоваться мерой поrрешности

метода.
Имея в виду обозначения

о(х) == {о(1) (х), ..., o(N)(x)},

у(х) == {y(l) (х),.. .
, y(N) (х)},

под мерой поrрешности метода i йкоординаты приближенноrо решения

задачи (1) будем понимать выражение

(i)
(2) ( )

О (х)
(

. (i) ( ))Р.v. Х ==

[y(i)(X)JPi
qSlgny х " (2.13)

причем полаrается Pi == О при ly(i)(x)1 q и Pi == 1 при ly(i)(x)1 q, q

вполне определенное число, выбираемое с учетом особенностей решаемой

задачи. Очень часто полаrают q
== 1. Вектор

v(x) == {v(l)(x),... ,v(N)(x)} (2.14)

будем называть м е рой п о r реш н о с т и м е т о Д а при б л и ж е н

Horo решения задачи (1).



Составим дифференциальное уравнение для меры поrрешности метода

типа PYHre KYTTa.Дифференцируя равенство (2.13) по х, получим

(i) (i)do (х)
(y(i) (X))Pi O(i) (X)Pi

dy (х)
dx dx

(q signy(i)(x))Pi.
(y(i) (x))2Pi

dV(i)(X)
dx

== (2.15)

Исключая из правой части последнеrо равенства производные при помощи

уравнений (1) и (2.12), получим уравнение относительно v(x):

dv(x) 1
== A(x)v(x) + )"SC'IjJ(X,y(X))<pS(x) + о()..Н ), (2.16)

rде положено

А(х) == В(х) х
af(x, у)

Iду y y(x)

f(l)(X, у(х)) .

Р (qsigny(z)(x))Pl1

(y(l) (Х))Рl
о

о Р
f(N)(x, у(х))

(q sign y(N) (х) )PNN
(y(N)(x))PN

(2.17)

(
. .

) (
уСЛ (х) (

.

) )
Pi

В Z,J (х) ==
. q signy

Z

(х) ,

y(z)(x)

[(
qSigny(1)(X)

)
Pl

(
q Signy(N)(X)

)
PN

]'Ф(х, у(х)) ==

y(l)(x)
,...,

y(N)(x)
Х 'Ф(х, у(х)).

(2.19)

(2.18)

Интеrрирование уравнения (2.16) при нулевых начальных значени 

ях приводит К асимптотическому разложению для меры поrрешности

метода:
х

v(x) == )..SC J '3( ,x)'IjJ ( ,y( ))<pS( )d + O()..s+l), (2.20)
хо

rде '3 матрицант матрицы А(х).



Таким образом, доказана следующая

Т е о р е м а 4. Если ве'К:тор фун'К:цияf по всем ар2ументам обладает

первой s + 1 непрерывной "lастной производной, то для меры nО2решност-u

метода, оnределяеМО20 одной из ФОРМУЛ типа PYH2e Kyттa,s i], cтene 

ни, при всякой неравномерной сет'К:е имеет место асимnтоти"lес'К:ое раз 

ложение (2.20). При этом 'К:онстанта, входящая в оцен'К:у nоследне20 'Ч,J/,е 

на, зависит от зада"lи (1), применяемой ФОРМУЛЫ типа PYH2e Kyттaи

Фун'К:ции 'Р(Х) распределения ша20в исnолъзуемой сет'К:и при nара.метре )..

Леrко понять, что при Pi == О И Х == Xk формула (2.20) превращается

в формулу (2.11), а при Pi == 1 формула (2.20) представляет собой асимп 

тотическое разложение вектора взвешенных относительных поrрешностеЙ

координат решения задачи (1); при этом предполаrается, что ни ОДНа из

этих координат не обращается в нуль.

С л е Д с т в и е. Если в условиях теоремы 4 в Ka"lecmee представления
сет'К:и nринимается ее норма и нормалъная функция распределения ша20в,

то формула (2.20) принимает вид

Х

v(x) == h8C J 3( ,Х)ф( ,Y( ))'P8( )d + 0().8+1),
хо

(2.21 )

npu"leм 'К:онстанта, входящая в оцен'К:у nоследне20 "lлена, зависит толъ'К:о

от зада"lи (1) и применяемой формулы типа PYH2e Kyттa.

5. Результаты, изложенные в предшествующих пунктах настоящеrо па 

раrрафа, имеют также силу для любоrо метода, определяемоrо каждой из

двухсторонних формул типа PYHr KYTTa[4].

3. Выбор оптимальных сеток

1. Рассмотрим случай N == 1, т. е. задачу Коши (1) для одноrо дифф!?
ренциальноrо уравнения первоrо порядка. Пусть эта задача решается при

помощи некоторой формулы типа PYHr KYTTa.Torдa формулу (2.20) при

Х == Х можно переписать так:

х

v(x) == ).8СК J Р(Х)'Р8(х) dx + 0().8+1),
хо

(з.1)



rде
х

К == ехр (! А(7]) d7] )
хо

(3.2)

и Р(х) пс записит от псрхпсrо прсдсла х и опрсдслястся по формулс

Х

Р(х) == ехр ( J А(7]) d7] ) ф(х, у(х)).
ХО

(з.3)

Далее предположим, что функция ф(х, у(х)) сохраняет знак на отрезке

[хо,х], и положим

Q(x) == IP(x)J. (з.4)

Имея это в виду, выберем функцию ср(х) так, чтобы функционал

х

I1[cp] == J Q(x)cpS(x) dx

хо

(3.5)

принимал минимальное значение на совокупности Ф положительных непре 

рывно дифференцируемых функций, определенных на отрезке [хо, х] и

удовлетворяющих условию нормировки:

х

J
dx

Io[cp] ==

ср(х)
== 1.

хо

(3.6)

Сформулированная задача является вариационной задачей на условный

экстремум (сравни с [1]). Варьируя на множестве Ф функционал

I[cp] == I1[cp] J.lIo[cp], (з.7)

получим необходимое условие экстремума:

х

8I == J{sQ(X)cpS l(x) cp x)}8ср(х) dx == О.

ХО

(з.8)



Отсюда, в силу леммы Лаrранжа [5], находим уравнение экстремали

8Q(X)cp8 1(X) cp x)== О.

Решение этоrо уравнения записывается в виде

М
СРО(Х) ==

э+\IQ(X)
'

rде М константа; она определяется из условия (з.6) в следующем виде:

(3.9)

(3.10)

х

М == J [Q(X)]l/(s+l) dx.

хо

После этоrо оценка (3.1) переписывается так:

v(x) == лsскмs+1sigпР(х) +0(л
s+ 1

).

(3.11)

(3.12)

Здесь л произвольный параметр, С константа, зависящая только от

метода приближенноrо интеrрирования, и М вычисляются, соответственно,

по формулам (з.3), (3.4) и (з.11).

Т е о р е м а 5. При условии, "lmo фун'К:ция ф(х, у(х)) на отрез'К:е [хо, х]
сохраняет зна'К: при любо.м доnусти.мо.м зна"lении nара.метра л, абсолют 

ная вели"lина 2лавНО20 'Ч,J/,ена оцен'К:и (з.12) равна .мини.му.му абсолютной

вели"lинъt 2лавНО20 "lлена оцен'К:и (3.2), если фун'К:ция ср(х) варьируется на

.множестве Ф.

д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим разность

х

11[cpo + PCP1] 11 [СРО] == J Q(x){ [сро(х) + PCP1 (x)]S cp (x)} dx,

Ха

еде CP1(X) вариация функции сро(х) и Р произвольное положительное

число. Отсюда по формуле бинома Ньютона будем иметь

х

11[cpo + PCP1] 11 [СРо] == J 8pQ(X)cp  1(X)CP1(X)dx+
ХО

х

+8(8 1)р
2

J Q(x)cp  2(x)cp (x)dx + О(р
З
).

ХО

(з.13)



Учитывая равенство
х

J
СР1(Х)

810 ==

cp (x)
dx == О,

ХО

вытекающее из (3.6), и соотношение (з.8), получим:

11 [СРО + j.lCP1] 11 [СРа]

х

s(s 1)j.l2 J Q(x)cp  2(x)cpi(x)dx + О(j.lЗ). (3.14)
хо

Следовательно, при достаточно малом j.l будет

11 [сро + j.lCP1] 11 [СРО] > о, (3.15)

что и требовалось.

Так как множество сеток, соответствующих представлениям (л, ср),
л > О, ср Е Ф, исчерпывает множество всевозможных неравномерных ce 

ток, подразделяющих отрезок [хо,х] (см. пример 2, 9 1), то из теоремы 5

вытекает, что если приближенное решение задачи (1) при N == 1 строится с

помощью HeKoToporo метода типа PYHr KYTTaна сетке узлов сто
== (л, СРо),

то абсолютная величина rлавноrо члена оценки (3.12) меры поrрешности

метода принимает наименьшее значение. В этом смысле сетка сто называ 

стся о п Т и м а л ь II О Й.

Отметим, что в силу соотношений (1.14) и (1.15) оценка (3.1) может

быть заменена асимптотически эквивалентной ей:

х

v(x) ==  SСКJ P(x)cpS(x)dx + O(ns1+ 1 )'
хо

(3.2')

rде n число узлов сетки ст == (л, ср).
Если в качестве оценочной функции v(х) берется rлавный член разло--

жения (з.2'), а именно

х

v(x) == СК J P(x)cpS(x) dx,
n

8

ХО



то при заданном числе шаrов n эта оценочная функция ошибки будет иметь

минимальное значение для функции ер == еро' Иными словами, если прово 

дится сравнение двух сеток, производимых функциями ер И еро, и если т1

достаточно велико, так что мы находимся в зоне асимптотики, то ошибка

на сетке (1/n, ер) будет меньше, чем на сетке (1/n, ера)' Следует иметь R

ВВИДУ, что при практических вычислениях мы, как правило, находимся 13

зоне асимптотики.

Оптимальная сетка (1/n, еро) при заданном значении n, как леrко ви 

деть, может быть построена последовательно в процессе решения задачи (1)
при N == 1.

2. В общем случае, т. е. коrда задача (1) решается для системы ypaB 

нений, выбор оптимальной сетки будем связывать с минимизацией модуля
rлавноrо члена асимптотическоrо разложения меры поrрешности метода

некоторой <<предпочтительной» координаты решения при любом допусти 

мом фиксированном значении параметра л. Обозначая через i номер «преk

почтительной» координаты, для меры поrрешности метода, соrласно (2.20),
получим выражение

х

v(i)(x) == л
8
С J Р(х)ерS(х)dх+о(л

s+ 1
),

хо

(з.16)

rде

N

Р(х) == L S(i,j)(x, х) -ф(j)(х, у(х)).
j==l

В предположении, что Р(х) сохраняет знак на отрезке [хо, х], функцию pac 

пределения шаrов оптимальной сетки построим по формулам (3.4), (з.10)
и (з.11), имея в виду, что Р(х) определяется по формуле (3.17).

В рассматриваемом случае может оказаться целесообразным ОIIреде 

лять оптимальную сетку из условия минимизации некоторой «нормы» rлав 

Horo члена асимптотическоrо разложения меры поrрешности метода при

любом допустимом фиксированном значении параметра л.

(3.17)

3. При построении оптимальной сетки предварительно необходимо по 

строить приближенное решение задачи (1) по какой либоподходящей ceT 

ке, в результате чеrо эффективно определится функция распределения



шаrов оптимальной сетки и rлавный член оценки (3.12). Тоrда из требова 
ния определенной точности счета может быть определено значение пара 

метра сетки.

Поступила в редакцию 12.07.1963
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ОПИСАНИЕ АлrОРИТМА ПОСТРОЕНИЯ

ОПТИМАЛЬНЫХ СЕТОК ПРИ РЕШЕНИИ

ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

МЕТОДАМИ PYHrE KYTTA

А. Н. Тихо'Нов, А. д. rорбу'Нов, с. с. rайсаря'Н

1. В работе А. Н. Тихонова и А. Д. rорбунова [1] был предложен способ

выбора оптимальных неравномерных сеток при численном решении систе 

мы N обыкновенных дифференциальных уравнений

у' == J(x, у), у(хо) == уо (1)

(у и f N MepHbIeвекторы) на отрезке хо :::; х :::; х одним из методов

PYHr KYTTaстепени в. Оптимальность сетки означает, что мы получаем

в точке х заданную точность Е: за наименьшее возможное количество ша 

rOB. Неравномерная сетка задается при помощи постоянной Л, называемой

пар а м е т р о м с е т к и, и непрерывно дифференцируемой функции ср(х)
распределения шаrов сетки, так чтu в любом узле xi Е [Ха, х] шаr интеrри 

рования hi определяется по формуле

hi == ЛСР(Хi), (2)

Оптимальность сетки достиrается соответствующим выбором параметра

сетки л и функции ср(х). Из работы [1] следует, что если система (1) реша 
ется методом PYHr KYTTas йстепени с остаточным членом hSф(х, у(х)),
то параметр сетки л и функция ср(х) распределения ее шаrов определяются



по формулам
м

ср(х) ==

s+ytjP(X)Т
' (3)

л==
s

Е:

(4)

rде

х

С J IP( )lcps( )d 
Хо

х

М == J IP( )Is l ,

Хо

Р(х) == 3(х, хо) ф(х, у(х)),

(5)

(6)

3(х, хо) матрицант матрицы
д

д

!
I '

а Е: точность, которую мы хотим

у у==у(х)

получить в точке Х. В случае N == 1

х

3(Х,Хо ) == ехр ( J
a

a

!
1 d ) .

у y==y( )

Ха

Таким образом, для построения ср(х) и вычисления л необходимо знать,

хотя бы очень rрубо, решение задачи (1) на отрезке [хо, х], иначе нельзя

вычислить Р(х) и М. Поэтому в алrоритме решения задачи (1) необходимо
предусмотреть предварительный расчет, в результате KOToporo мы можем

еще не знать у(х) с требуемой степенью точности, но сможем вычислить л

и ср(х), что даст нам возможность получить требуемую точность в точке х

при втором расчете.

С целью разработки TaKoro алrоритма в вц Mry проведен ряд экс 

периментальных расчетов. В первую очередь были проведены вычисления

для случая N == 1 (одно уравнение первоrо порядка). в этом случае алrо--

ритм проще, так как предварительный расчет можно производить на HepaB 

номерной сетке. В случае N > 1 предварительный расчет проводится на

равномерной сетке.

2. Приведем способ решения задачи (1) в случае N == 1.

П р е Д в а р и т е л ь н ы й р а с чет. Задается произвольное значение

параметра сетки л
rр

. Шаrи определяются по формуле
1

hi
== ЛrрIР(Хi)I S+Т, (7)



rде

P(Xi) == ехр ( i: {
д!

I р
j(Xj, Y(Xj)) } hj )

Ф(Хi, Y(Xi))
, (8)

j==O
ду Y==Y(Xi) Y(Xj) IY(Xi)IP

{
О,

р==
1,

IYil :::; 1,

IYil > 1.
(9)

Если мы знаем решение в точках ХО, Хl,... , Xi, то P(Xi) леrко вычислить

по формуле (8), после чеrо по формуле (7) вычисляем hi ; Yi находим по

соответствующим формулам PYHre KYTTa,hSф(х, У(Х)) остаточный член

этих формул, а s их степень.

Цель предварительноrо расчета вычислить интеrральные суммы

(заменяющие соответствующие интеrралы):

N
1

S == L IP(Xi)1 5+1 sign P(xi)hi ,

i==O

(10)

В* == СВ ехр (t {
д!

I р
j(Xi, Y(Xi))

} hi) ' (11)
. ду Y Y(Xi) Y(Xt)t==O

rде n номер последнеrо hi , а С константа в выражении ф(Х, У).
Достиrнув точки Х Х (это достиrается тем, что в случае hn > х Хn

hn полаrается равным х Хn), сравниваем Л:рS с Е:

если IЛ рSI:::; Е, то мы получили требуемую точность в точке х, необхо--

димость в повторном расчете отпадает;

если же IЛ рSI> Е, то по формуле

л == \lE(B*) l (12)

вычисляем новый параметр сетки и повторяем расчет. При повторном

расчете hi вычисляются по формуле

1

hi == лIР(Хi)l 8+1 . (7*)



3. По описанному алrоритму рассчитаны некоторые примеры. При этом

использовались формулы PYHre Кутта BToporo порядка:

1

(
(1) (2)

)УН1 Yi +"2 k
i + k

i (i == 0,1,2,. .,),

(1)
)k

i
== hif(Xi, Yi ,

(2) ( (1)
)ki

== hif Xi + hi,Yi + ki .

Приведем результаты вычислений для двух примеров.

При м е р 1. Решается задача Коши

У' == JiYI, у(l) == 0,25

на отрезке 1 :::; Х :::; 10. Требуется в точке Х == 10 получить точность

Е == 10 4.Точное решение

102
у(10) == == 25

4
.

Результаты предварительноrо (лrр == 0,25) и повторноrо (л == 0,027) расче 

тов соответственно следующие:

у(10) == 24,7676789, у(10) == 24,9970225.

При м е р 2. Решается задача Коши

У' =: У, у(О) 1

на отрезке о:::; Х :::; 3. Требуется, чтобы в точке Х == 3 достиrалась заданная

точность Е == 10 7(семь верных знаков). Точное решение

у(3) == 20,0855369.

При предварительном расчете с лrр
== 0,25 потребовалось сделать 16 шаrов

и было получено

у(3) == 19,749837.

Заданная точность не достиrнута, поэтому провели повторный расчет
со значением л == 0,00056, выбранным по формуле (12). Повторный расчет,

потребовавший 6656 шаrов, дал

у(3) == 20,0855308;



в точке х == 3 получена поrрешность

8 ==
20,0855369 20,0855308

3 . 1O 7
20,0855369

'

т. е. такая точность, какая была задана (здесь берется относительная по--

rrешность, так как решение больше 1, а алrоритм использует для оценки

меру поrрешности).

З а м е ч а н и е. В Вычислительном центре Mry написана проrрамма

приближенноrо вычисления квадратур с наперед заданной скорректиро--

ванной точностью, использующая аналоrичный алrоритм.
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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ rРАФИКА ПОЛНОЙ
поrРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕнноrо

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ ОБЫКНОВЕнноrо

ДИФФЕРЕНЦИАльноrо УРАВНЕНИЯ

А. Н. Тихонов, А. д. rорбунов, С. С. rаисар.ян

1. Пусть задача Коши для обыкновенноrо дифференциальноrо ypaBHe 

ния первоrо порядка

У' == f(x, у), у(хо) == Уо

решается при помощи явной формулы Адамса s йстепени

(1)

S

Yk Yk l== h L fЗif(Хk i l,Yk i l)
i a

(2)

с начальными условиями

Yk == Y(Xk), k == О,  1,..., (B+ 1);

f (Х, у) заданная достаточно rладкая функция в прямоуrольнике

(3)

П == {(Х, у), Ix xal ::.:; А, Iy Yol ::.:; В},

хо, Уо, А и В определенные действительные числа, А > О, В > О.

Асимптотическое разложение поrрешности метода по степеням шаrа h, как

известно [1], записывается в виде

бk == Yk Y(Xk) ==

Xk Xk

==hs
Kl

j ехр (j
дf

l dry ) y(S+l)(Od +O(hS+l), (4)
ВО ду Y Y(7J)

Ха



rде У(Х) точное решение задачи Коши (1), Yk точное решение разност 

ной задачи (2), (3),
S

ВО == L fЗi,
i O

== [
(i l)S+lщ ( i)SfЗi

]К1 Ц (в + 1)' в!
'

  O

00 == 1, 01 == 1, 02 == . . . == Ов == О.

*

Обозначим, далее, через Yk численное решение задачи (2), (3), KOTO 

рое получается при условии, что начальные значения вычисляются с по 

rрешностью порядка O(h
s+ 1

) и счет ведется так, что невязка 1Jk числен 

Horo решения Yk относительно уравнения (2) имеет порядок O(h
s+2

) (1Jk в

дальнейшем будем называть х а р а к т е р и с т и к о й в ы ч и с л и т е л ь

н о й по r реш н о с т и). Тоrда для полной поrрешности Dk приближенно 
*

ro решения Yk имеет место асимптотическое разложение вида (3), а именно

*

Dk == Yk Y(Xk) ==

Xk xk

== h
S К1

J ехр ( J
д!

I d1J ) у(в+1) (О d + O(h
s+1

). (3')
ВО ду y y('ТI)

ХА

Разложения (3) и (3') при сформулированных выше условиях счета отли 

чаются только членами, содержащими степени h выше s й.

2. При значениях h столь малых, что в формуле (3') можно пренебречь
членами, содержащими h в степени выше s й,т. е., как rоворят, в обла 

сти асимптотики, для выражения полной поrрешности можно пользоваться

формулой

Dk == h
S К1

ВО

Xk Xk

J ехр ( J
д!

I d1J ) у(в+1) ( )rЦ .

ду y y('ТI)
ХА

(4')

Переходя в последнем равенстве к модулям и затем лоrарифмируя полу 

ченное, будем иметь

v == ви + с, (5)



rде

v == 10g21Dkl,

и == 10g2 h,

Xk Xk

С == 10g21 J ехр (! I Y==Y(1)) d71 ) у(в+1) ( )d 1.
Ха

(6)

Таким образом, в области асимптотики, т. е. при О < h < h, rде h

достаточно мало, отрицательный двоичный лоrарифм модуля полной по--

rрешности Dk представляется прямой вида (5) между координатами и и v.

Уrловой коэффициент этой прямой равен степени интеrрационной форму 
лы (2), а ее свободный член зависит от коэффициентов интеrрационной
формулы, от правой части уравнения (1) и точек Ха, Xk. Приводим таблицу
значений С, рассчитанных по формуле (6) для задачи Коши у' == у, у(О) == 1

и метода Эйлера (см. в таблице колонку СТ),

Х СТ Сэ
1  O,44  O,40
2  2,88  2,55
3  4,91  4,65

При решении задачи (1) методом (2), (3) на быстродействующей BЫ 

числительной машине (т. е. при фиксированной разрядной сетке) условия

счета, обеспечивающие справедливость формулы (3), при достаточно Ma 

лых h выполняться не будут. В силу этоrо зависимость v от и перестанет

описываться формулой (5).
Таким образом, должен существовать промежуток оси и, над которым

зависимость v от и представляется линейным законом B дa(5). Верхняя
rраница этоrо промежутка названная выше величина h. Переход через

эту rраницу в сторону увеличения значений шаrов приводит к возрастанию

роли членов формулы (3'), содержащих h в степени выше в, или, друrи 

ми словами, к тому, что формула (4') становится недействите ьной.Ha 
личие нижней rраницы этоrо промежутка (обозначим ее через h) связано

с нарушением условий счета, при которых справедлива формула (3') (см.
предшествующий пункт), из зачеrо снова перестает быть действительной

формула (4').



3. Для проверки изложенных выше обстоятельств и для выявления за 

висимости v от и вне упомянутоrо промежутка проводились следующие

вычислительные эксперименты.
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Рис. 1. Задача: У 1== У, у(а) == 1. Метод Эйлера: Yk == Yk l+ hfk l' Трехзначная
машина: и == log2 "', и == log2 h. Пунктиром проведены прямые вида (5).

Модельные задачи Коши вида (1) решали на быстродействующих BЫ 

числительных машинах с различной разрядной сеткой методами Адамса

различных степеней с различными значениями шаrов. При этом каждый

раз вычисляли значения полной поrрешности Dk , для некоторых фикси 
рованных значений aprYMeHTa х и строили rрафики Dk в зависимости



от шаrа h в билоrарифмическом масштабе. Некоторые из этих rрафиков
приведены на рис. 1,2,3. В таблице даны значения свободноrо члена ypaB 

нения (5), определенные в результате описанных вычислительных экспери 

ментов (см. колонку Сэ).
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Рис. 2. Задача: У' ==  Y, у(О) == 1. Метод Адамса BToporo порядка:
h

Yk == Yk l+ 2" (Зfk l fk 2)' Трехзначная машина:

Xk == 1, и == log2 "', и == log2 h.

Анализ полученных rрафиков приводит к следующим выводам.

А. Существует область значений шаrов, оrраниченная снизу и сверху,

в которой rлавный член асимптотическоrо разложения поrрешности MeTO 
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Рис. З. Задача: У
I
== У, у(О) == 1. Метод Эйлера: Yk == Yk l+ hfk l,

О трехзначная машина; '" четырехзначная машина; о пятизначная

машина; й == log2 "', и == log2 h.

*

да хорошо представляет полную поrрешность приближенноrо решения Yk

(см. рис. 1, 2, 3 и таблицу). В этой области rрафики полной поrрешности,

полученные экспериментально, практически совпадают с теоретическими

rрафиками rлавноrо члена асимптотическоrо разложения поrрешности Me 

тода. (Это происходит потому, что члены высших порядков в асимптоти 

ческом разложении поrрешности метода вместе с вычислительной поrреш 

ностью малы по сравнению с упомянутым rлавным членом). Описанная

область значений шаrов в дальнейшем именуется реальной областью асимп 

тотики.

Б. Поrраничный слойреальной области асимптотики, примыкающий к

нижней ее rранице h, хае...актеризуется постепенным ухудшением асимпто 

тики при переходе через h в сторону уменьшения значений шаrов, которое

сменяется «беспорядочными колебаниями», свойственными rрафикам слу 

чайных величин (см. рис. 1 и 2). (Происходит это из заувеличения отно--

Сительной доли вычислительной поrрешности при переходе через нижнюю

rраницу реальной области асимптотики в сторону уменьшения значений

шаrов. Причиной является то, что шаr сетки становится меньше единицы

разряда, к которому принадлежит первая значащая цифра характеристики

вычислительной поrрешности.)



В. Поrраничный слойреальной области асимптотики, примыкающий к

верхней ее rранице h, характеризуется постепенным ухудшением асимпто 

тики при переходе через h в сторону увеличения значений шаrов (при этом

в правой части формулы (3') возрастает роль членов, содержащих высшие

степени h; (см. рис. 1 и 2).

r. Нижняя rpaHb реальноЙ области асимптотики при фиксированноЙ за 

даче Коши, при фиксированном методе ее решения и фиксированном узле

Xk полностью определяется разрядной сеткой машины. Чем шире разряд 

ная сетка машины, тем меньше нижняя rpaHb реальной области асимпто 

тики (см. рис. 3).

Авторы приносят блаrодарность сотрудникам ВЦ Mry О. Ф. Волоши 

ну и А. А. Яковлевой за производство вычислительных экспериментов на

ЭВМ.
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О ВЫБОРЕ ОПТИМАЛЬНЫХ СЕТОК

ПРИ ПРИБЛИЖЕННОМ ВЫЧИСЛЕНИИ

КВАДРАТУР

А. Н. Тихо'Нов, С. С. rаисаря'Н
(Мос-к:ва)

1. В настоящей работе рассматривается проблема нахождения опти 

мальных приближенных методов вычисления квадратуры

Ь

J(f, д) == 1 f(x) dx, д == [а, Ь].
а

Приближенный метод включает в себя некоторую сетку crN
== {а ==

хо <

< хl < ... < XN
== Ь}, которая подразделяет отрезок [а, Ь] на частичные

отрезки Дk [Xk, Xk+l] длины hk (k == 0,1,..., N 1), и квадратурную

формулу
m

Js(f, Дk) == hk L Pif(Xk + Gihk) (1)
i==O

степени в, т. е. такую, что

m
1

L Piai ==

l + l
'

l == 0,1, .. .

,
,'; 1. (2)

i==O

Применение приближенноrо метода дает приближенное значение дЛЯ

J(f, д), равное
N l

Js(f, д; crN) == L Js(f, Дk).
k==O

о п Т и м а л ь н ы м при б л и ж е н н ы м м е т о Д о м назовем метод,

для KOToporo поrрешность
ь

Rs(f, д; crN) == 11 f(x) dx Js(f, д; crN)1
а



минимальна при фиксированном числе узлов N и фиксированной функции

f(x) из HeKoToporo класса, который будет определен ниже.

При такой постановке задачи наиболее существенно то, что ищется при 

ближенный метод, который был бы оптимальным для заданной подынте 

rральной функции f(x). Задача построения оптимальных квадратур, pac 

сматривавшаяся в работах [1, 2] и др., ставилась по друrому:в этих рабо 
тах строились квадратурные формулы, оптимальные для всех функций из

заданноrо класса.

В дальнейшем формула (1) будет предполаrаться фиксированной, так

что выбор оптимальноrо приближенноrо метода сведется к выбору опти 

мальной сетки, т. е. последовательности узлов а::;; Xl ::;; Х2 ::;; .,. ::;; XN l::;; Ь,

которая доставляет минимум функции Rs(f, д; (J"N) или, что то же самое,

функции
ь

2

r(Хl""'ХN l)==R;(f,Д;(J"N)==[] f(Х)dХ Js(f,Д;(J"N)] (3)
а

Итак, для построения оптимальноrо приближенноrо метода нужно най 

ти infr(Xl""'XN l)в замкнутом (N l) MepHOMтетраэдре Tt i.Для
непрерывных f(х) в силу теоремы Вейерштрасса inf r (Xl, . . .

,

ХN 1) всеrда

достиrается и, следовательно, оптимальная сетка всеrда существует.

Следующий тривиальный пример показывает, что оптимальная сетка не

27r

всеrда единственна. В самом деле, пусть J sin Х dx вычисляется по формуле
трапеций О

J2(f, Дk) == hk [ f(Xk)+ f(Xk + hk) ], (4)

а N == 5. Ясно, что

inf r(xl, Х2, Хз, Х4) == о,

причем он достиrается

при Xl == Х2 == 7r/2, Хз == 7r, Х4 == 3/27r,

при Xl == Х2 == Хз == Х4 == 7r И Т. д.

В п. 2 будет показано, что если f(x) принадлежит классу С:(д) тако--

му, что f(x) Е св(д) и f(s)(x) сохраняет знак на Д == [а, Ь], то существу 

ет единственная оптимальная сетка (теорема 2), а также будет выведено

разностное уравнение, связывающее последовательные узлы оптимальной

сетки (теорема 1).



в п. 3 устанавливается, что оптимальная сетка, построенная в п. 2, мо--

жет быть приближена сетками специальноrо вида (теоремы 3 и 4), BBe 

денными и изученными в [з]. в п. 4 обсуждается возможность использо 

вания оптимальных сеток для приближенноrо вычисления квадратур с за 

данной точностью Е и обосновывается применимость алrоритма, предло 

женноrо в [з].

2. Пусть подынтеrральная функция f(x) Е С: (Ь.). Докажем, что тоrда

на отрезке Ь. == [а, Ь] существует единственная оптимальная сетка для f(x).
Для этоrо нам потребуются две леммы.

Л е м м а 1. Пустъ 'К:оэффи'Циенты Pi и Gi, i == 0,1, . . .

, т, 'К:вaдpaтyp 
'НОи фор.мулъt (1) удовлетворяют условия.м (2) и nустъ f(x) Е С;(Ь.).
ТО2да остатО"lНъtи 'Ч,J/,ен Rs(f, b.k ) фОР.мулы (1) доnус'К:ает представление
в виде

Xk+l

Rs(f, b.k ) == J фs( ;xk, Xk+l)f(s)(O d ,
Xk

(5)

2де

фs( ;Xk, Xk+l) == :! [(ХНl os S(Xk+l Xk) t, Рi'Фsi( ;Xk, Xk+l)] ;

. {
(ЩХk+l + (3iXk os l,

'Фsi( ,Xk, ХНl)
о,

Xk :::;; :::;; ЩХk+l + {3iXk;

ЙiХk+l + (3iXk :::;; :::;; ХНl;

fЗi == 1 Gi, i == 0,1, . . .

,
т.

ФУН'К:'ЦUЯ Фs( ;Хk,Хk+l),определенная при Xk :::;; :::;; ХНl, Henpepыв 

на и сохраняет зна'К:, npU"le.м, I фs ( ;Хk, Хk+1) I .монотонно убывает по Хk и

,М,онотонно возрастает по Xk+l'

З а м е ч а н и е 1. Если (1) формула Ньютона Котеса(т. е. Gi
== i/m,

i == О, 1,... , т), то аналоrичная лемма доказана в [4].

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению,

R(f, b.k) ==

Xk+l
m

J f(x) dx hk L Pif(Xk + Gihk).
i=O

(6)
Xk



Заменив здесь f(x) и f(Xk + Ci.ihk) (i == О, 1,... , т) разложениями

э !
f(l) ( )

J
X

f(x) == L l!Xk (х Xk)1 +
(8 1)!

f(S)( )(x  )B !df"
I O

J(Xk + Ci.ihk) ==

f(I)(Xk) Ihl 1

L..J [!
Ci.i k +

(8 1)!
I O

Xk+aihk

J f(S)( )(Xk+ Ci.ihk  )B !df"
xk

i == 0,1,... , т, после необходимых упрощений (с учетом условий (2) полу 

чим формулу (5).
В [31 было установлено, что

h
s+1

(
1т

)R(J, Дk) == + 1 L PiCi.i f(s)(Xk + Ohk ),
8. 8 +

i O

о < () < 1,

откуда следует, что

если f(S)(x):/= о на Дk, то R(J, Дk) :/= о.

Предположим, что ФЭ( ;Xk, Xk+1) не сохраняет знака на Дk. Тоrда найдется
такая непрерывная g(x), не обращающаяся в нуль на Дk, что

Xk+l

J ФЭ( ;Xk, Xk+l) g( )df, == О.

Xk

Положив f(s)(x) == g(x) и восстановив f(x), получим противоречие:

R(J, Дk) == о, хотя f(S) (х) :/= о на Дk,

которое показывает, что ФS ( ;Хk, Хk+l) сохраняет знак на Дk.
Сдвинув начало координат в точку Хk, переведем ФS ( ;Хk, Хk+1) в

Фs(t, hk ), hk
== ХН! Xk, rде

Фs(t, hk) == :, [(hk t)S 8hk t, Pi si(t;hk )] ,

{
(Ci.ihk t)S l, о:::; t:::; Ci.ihk,

'Фsi(t; hk ) ==

о, Ci.ihk :::; t :::; hk .



Имеем

дIФs(t, hk)1 1

I э 1
( Iahk

==

(8 1)!
(hk t) PiWsi t; hk) > о,

{
(Щhk t)s 2(8Йihk t),

Wsi(t; hk ) ==

о,

о :::; t :::; Qihk,

щhk :::; t :::; hk .

Следовательно, если

Фs( ;Хk,Хk+l)== IФs( ;Хk,Хk+l)l,

то

дФs
О <

aXk

Лемма доказана.

Л е м м а 2. Если f(x) Е С: (.6.) ,
то infr(Xl,'" ,xN l)дости2ается во

внутренней тО"l'К:е тетраэдра Tt i.
Доказательство. Пусть 0'0 == (X '''''X  l)некоторая BHYT 

Т[а,Ь] *

(
* *

)
о

ренняя точка
N l'

И пусть О' == Х 1,
. . . , ХN 1 проекция О' на rpaHb

Xk l== Xk (сетки, задаваемые точками 0'0 и 0'*, обозначим, COOTBeтCTBeH 

но, через (Т и 0';'; сетка 0';' отличается от сетки (Т тем, что у нее узлы

X  lи X слились, так что отрезки .6.  1и .6. заменились одним отрезком

.6.k l== [x2 1'х2+1])'
Для доказательства леммы достаточно установить, что

(
ahk

 1) '

aXk+l
,

дФs

 >O
ахk+1 (

ahk
1 )aXk+1

.

T(X ,...,X  l):::; r(xr,..., X  l)

или, в силу (3), что

Rs(J,.6.; O' ):::; Rs(J,.6.; 0';').

Если f(x) Е С:(.6.), то все Rs(J, .6.k ) (k == 0,1,... ,
N 1) имеют одина 

ковый знак, так что

I
N l

I
N l

Rs(J,.6.; O'N) == Rs(J, .6.k ) == Rs(J, .6.k ),



rде

R,(j, t;.,) 7'ф,( ;Х" Х'Н) 11(') Ю 1 d .
Xk

Имеем 1)

Rs(J, Д; 0'7v) Rs(J, Д; O' )== R(J, .6оk 1) [R(J, .602 1)+ R(J, .602)] ==

X 

== J If(s)( )1{ Фs ( ;х2 I,х2+1) Фs( ;х2 I'Х )}d +
X  l

X +1

+ J If(s)( )1{ Фs( ;X  I'X +I) Фs( ;X ,х2+1) } о (7)

X 

в силу леммы 1 (так как x2 1< х2 < х2+1)' Лемма доказана.

Из леммы 2 следует, что для f(x) Е С;(.6о) необходимое условие мини 

мума Т(Хl"", XN I)имеет вид

дт

8Xk
== О, k == 1,2,. . .

,

N 1.

Подставив в (8) выражение (3) для r(х 1, . . .

, ХN 1) И выполнив диффе 
ренцирование, получим

(8)

m

L Pi{f(/3iXk 1+ (}:iXk) + (}:i(Xk Xk l)f'(/3iXk 1+ ЩХk) 
i==O

f(/3iXk + (}:iXH1) + /3i(Xk+1 xk)f'(/3iXk + (}:iXk+l) } == О,

k == 1, . ..

,

N 1. (9)

Для уравнения (9) удобно следующее сокращенное обозначение

Ф(Хk l,Xk, ХН1) == о, k == 1, . ..

,
N 1. (9')

l)для удобства принято обозначение Ф.( jХkIХk+l)== IФ.( jХk,Хk+l)l;Ф. I'ладкая

функция, так как Фs I'ладкая и сохраняет знак.



Таким образом, нами установлена

Те о р е м а 1. Если f(x) Е С; (Ll) ,
то три люБыlx nоследователъныlx

узла Xk l,Xk, xk+l (k == 1,... ,
N 1) оnтималъной сет'К:и удовлетворяют

нелинейному разностному уравнению второю nоряд'К:а (9).

З а м е ч а н и е. Если в качестве формулы (1) взять формулу трапе 

ций (4), то уравнение (9) примет вид

f'(Xk)(Xk+l Xk) == f(Xk+1) f(Xk l), k == 1,..., N 1,

который имеет простой rеометрический смысл.

Те о р е м а 2. Если f(x) Е С; (Ll), то существует единственная

сет'К:аО'N == {а == ХО < Хl <... < XN == Ь}, уЗЛъtХl'''''ХN l'К:оторой

удовлетворяют разностному уравнению (9).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам необходимо установить существование и

единственность решения разностной краевой задачи

Ф(Хk l,Хk,Хk+l)==О, k==l,...,N l, ХО == а, XN==b, а<Ь.

Переписав уравнение (9) в виде

m

L Pi {f(Xk /3ihk l)+ щhk lf'(Хk /3ihk l) 
i O

f(Xk + щhk ) + щhkf'(Хk + щhk )} == о

и заменив в последнем соотношении f(Xk /3ihk l), f'(Xk /3ihk l),
f(Xk + щhk ), f'(Xk + щhk), i == 0,1,... , т, разложениями по формуле Тей 

лора с центром в точке Xk, получим после упрощений (в обозначениях

леммы 1)
Xk+l Xk

J f(s)( )a=k wS( ;Xk, Xk+1) + J f(s)( )a=k фs( ;Xk l,Xk) == О,

Xk Xk l

или, учитывая, что f(x) Е С;(.6.),
Xk+l

J If(s)( )1{ a kws( ;Xk, Xk+l) } d ==
Xk

Xk

J If(S)( )la=k ФS( ;Хk l,Хk)d .(10)
Xk l



Зафиксируем Xk lи Xk' Torдa в силу леммы 1 в левой части (10) стоит MO 

нотонно возрастающая функция Xk+1, обращающаяся в нуль при Xk+1 == Xk'

Постоянная, стоящая в правой части (10), положительна и пропорциональ 

на hk l== Xk Xk l.Следовательно, если hk lдостаточно мало, то (10)
определяет единственное значение Xk+1, причем hk == Xk+1 Xk будет тоже

мало. Следовательно, заля.нlПИСЬ достаточно малым ho == Х1 Хо, получим

XN < Ь, причем X
N возрастает с ростом ho. Следовательно, найдется такое

ho, при котором ХN
== Ь, что и доказывает теорему.

Из теорем 1 и 2 следует, что для f(x) Е C;(Ll) уравнение (9) определяет

единственную сетку, которая доставляет минимум функции Т(Х1"", XN l)
(то, что это именно минимум, следует из вида Т(Х1"", XN l)'Эту С е т к у

мы будем в дальнейшем называть а б с о л 10 Т Н О О П т и м а л ь н о й для

функции f(x) и формулы (1).
3. Рассмотрим сетки специальноrо вида, изучавшиеся в [з].
Пусть ср(х), а :::; Х :::; Ь, непрерывно дифференцируемая положитель 

ная функция, удовлетворяющая условию

ь
1

J
dx

1
Ь а ср(х)

,

а

и пусть л некоторое действительное число.

Сетку О"о(л, ср), узлы которой задаются соотношениями

Хо == а, ХН1 == Xk + hk , hk == тiп{лrp(Хk), Ь Xk}, k == 0,1,... ,
N 1,

назовем про с т е й шей с е т к о Й, а сетку О"l(Л, ср), у которой

hk == тin {лrp (Xk + hk ), Ь Xk}' k == 0,1,..., N 1,

назовем у с л о ж н е н н о й с е т к о й с параметром л и функцией распре 

деления шаrов ср(х).
в качестве оценочной функции для Rs(J,.6.; 0") возьмем rлавный член

асимптотическоrо разложения Rs(J,.6.; 0") по степеням л и назовем опти 

мальной сетку, доставляющую минимум этому rлавному члену при фик 
сированном л. Тоrда, как показано в [3], оптимальная простейшая и опти 

мальная усложненная сетки будут определяться функцией распределения

шаrов

СРО(Х) == Mlf(S)(x)l l/(s+1),

ь

М == J If(s)( )11/(s+1)d .
Ь a

а



Т е о р е м а 3. Пустъ Ха, Хl, . . .

,
ХN узлъt абсолютно оnтu,м,алъноi1

сет'К:и aN' а ХО ,Хl,... 'XN У3Лъt оnти,м,алъноi1 усложненноi1 сет'К:и G- с

nара,м,етро,м, >. == (Ь a)jN. ТО2да и,м,еют ,м,есто о'Цен'К:и

Xk Xk == 0(>.2), k == 0,1,. . .

, N,

R(f, 1:1; aN) R(f, 1:1; G-N) == 0(>.8+1).

д о к а з а т е л ь с т в о. В [3] доказано, что при>. == (b a)jNоптималь 
ная усложненная сетка содержит N + 1 узел Ха"'" XN , причем эти узлы

удовлетворяют уравнению

1/(8) (
Xk

+2
Xk+1

) 1 (ХНl Xk)8+1 1/(8) ( Xk 12+
Xk

) I (Xk Xk I)8+1== О (11)

и rраничным условиям ХО == а, XN == Ь, rде Ь Ь == 0(>.2), ь Ь.

По теореме о среднем из (10) (после сокращения на общий множитель)
следует

1/(8)(Xk + 81hk)lh +1 1/(S)(Xk 1+ 82hk I)lh  1== о,

о < 81,82 < 1, hk == Xk+l Xk, откуда имеем

k(8) (
Xk

+2
Xk+1

) I (Xk+1 Xk)8+1 

1/(8) ( Xk 12+
Xk

) I(Xk Xk l)s+1== 0(>.8+2). (12)

Введем обозначения: I:1Xk == Xk+l Xk (разность вперед), 1:1*Xk == Xk Xk 1

I ( ) (
Xk + Xk+1

) I(разность назад), U(Xk,I:1Xk) == /
s

2
(l:1xk)s. Тоrда (11) и (12)

запишутся в виде

I:1*U(Xk, I:1xk) == О,

I:1*U(Xk, I:1xk) == 0(>.8+2).

( 11')

(12')

Пусть Zk == Xk Xk' Вычитая (11') из (12'), получим для zk

1:1* [( a( :)J aI:1Zk] + 1:1* [(: )6k Zk] == 0(>.8+2),

Zo == О, ZN == 0(>.2), (13)



rде 6k лежит между 6.Xk и 6.Xk, а 6k между Xk и Xk. Леrко видеть, что

ди
О <

a(6.Xk)
< М,

так что в силу [4] задача (13) имеет разностную функцию rрина с оrрани 

ченной первой разностью. Следовательно, Zk == 0(>.2).
Леrко видеть, что

N l
д

r(X1"", XN l)== r(X1"" , XN l)+ L д

r

Zk,

k==l
Xk

причем N l

L
ar

Zk == 0(>.28+2)
aXk

k==l

(это следует из (3), оценки дЛЯ R8 (J, 6.; 0'), полученной в [3], и оценки для

Zk)' Следовательно, в силу (3)

R8 (J, Д; CiN ) R8 (J, Д; O'N) == 0(>.8+1).

Теорема доказана.

Аналоrично теореме 3 док ывает яи

Т е о р е м а 4. ДЛя, узлов Хо, . . .

,
ХN' оnти,м,алъной nросте'!!.шей сет'К:и

CiN с nара,м,етро,м, >. == (Ь a)jN U для nО2решности R(b,D.;CiN ) и,м,еют

,м,есто о'Цен'К:и

N' == N + С, Xk Xk == 0(>'), k == 0,1,.. .

, min(N, N'),

R(J, Д; N) R(J, 6.; O'N) == 0(>.8+1),
2де С постоянная, введенная, в [з].

Из теорем 3 и 4 следует, что оптимальную простейшую и оптимальную

усложненную сетки можно рассматривать как первое и второе приближе 
ние к абсолютно оптимальной.

4. Рассмотрим задачу о приближенном вычислении квадратуры J(J, д)
с заданной точностью с в предположении, что f (х) Е с-: (д).

Пусть O'N lИ O'N абсолютно оптимальные сетки, для которых выпол 

няется условие

R(J,D.;O'N):::;; с < R(J,D.;O'N l)' (14)

Тоrда сетка О'
N будет обеспечивать достижение точности с и содержать

наименьшее возможное число узлов.



Леrко видеть, что определение N из условия (14) довольно затрудни 

тельно. С друrой стороны, из теорем 3 и 4 следует, что если вместо аб--

солютно оптимальной сетки использовать оптимальную простейшую сетку

или оптимальную усложнснную сетку с соответствующим параметром >.

(выбор параметра >. описан в [31), то абсолютно оптимальная сетка (}N'

rде N == [(Ь а)! >.], если используется оптима.пьная усложненная сетка,

и N == [(Ь а)! >.] + С, если используется оптимальная простейшая сетка,

будет удовлетворять условию (14). Что касается точности с, то она будет
в этом случае удовлетворяться асимптотически с точностью до величин

0(>.8+1 ).
В [3] показано, что при этом константа при >.8+1 в случае оптимальной

усложненной сетки HaMHoro меньше, чем в случае оптимальной простейшей

сетки.

Таким образом, алrоритм, предложенный в [3], близок к оптима.JIЬНОМУ.

Поступила в редакцию 13.05.1968
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ВСЕСОЮЗНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ
ПО ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКЕ

А. Н. Тихонов, Н. С. Бахва.//,ов

С 22 по 26 января 1965 r. в Москве проходила Всесоюзная конференция

по вычислительной математике.

В конференции приняло участие около 2000 человек и было заслушано
более 300 докладов.

Работа конференции проходила по следующим секциям.

1. Секция вычислительных методов алrебры, квадратур и приближения

функций.
2. Секция численных методов решения обыкновенных дифференциаль 

ных уравнений.
3. Секция численных методов решения уравнений с частными произ 

водными.

4. Секция численных методов решения интеrральных и функциональ 
ных уравнений.

5. Секция методов решения оптимальных задач.

6. Секция численных методов решения некорректно поставленных

задач.

7. Секция численных методов решения задач механики.

8. Секция численных методов решения задач физики и химии.

Предыдущее Всесоюзное совещание по вычислительной математике и

вычислительной технике проводилось в ноябре 1959 r. по более широкой

тематике. В связи с большим масштабом работ по вычислительной MaTe 

матике настоящая конференция не рассматривала вопросов, связанных с

вычислительной техникой и проrраммированием. Прошедшая конфереI-I 
ция показала расширение фронта и значительный рост rлубины научных

исследований в области вычислительной математики.



На конференции были представлены доклады, связанные, с одной CTO 

роны, С применениями вычислительной математики к различным зада 

чам физики и техники, и, с друrой стороны, с разработкой оптимальных

вычислительных методов.

Последняя задача, помимо чисто математическоrо интереса, имеет

большое значение как теоретическая база для создания системы оптималь 

ных методов решения типовых математических задач, являющейся в свою

очередь основой для автоматизации вычислений.

Остановимся коротко на итоrах работы отдельных секций.

В области линейной алrебры большие усилия были направлены на раз 

работку новых методов решения полной проблемы собственных значений

для несимметричных матриц. Эти исследования позволили создать новые

алrоритмы для решения этой проблемы. Значительный интерес вызвали

также доклады, посвященные алrоритмам решения систем линейных ypaB 

нений высоких порядков и плохо--обусловленных систем. В ряде докладов

содержались сообщения о стандартных проrраммах, составленных на базе

этих алrоритмов.

В области квадратурных формул был представлен целый ряд докладов,

посвященных отысканию оптимальных на классах функций способов инте 

rрирования. Созданы методы интеrрирования, для которых на определен 

ных классах функций оценки поrрешности близки по порядку к оптималь 

но возможным. Разработана методика получения оценок снизу скорости

сходимости оптимальных на классах функций детерминированных и Heдe 

терминированных способов интеrрирования. За прошедшее после предыду 

щеrо совещания время расширилось применение теоретико числовыхмето--

Дов интеrрирования. В то же время остается еще MHoro нерешенных вопро--

сов теоретическоrо и прикладноrо характера, особенно в задаче отыскания

оптимальных методов вычисления интеrралов высоких кратностей.
В области обыкновенных дифференциальных уравнений часть докла 

дов была посвящена анализу отдельных методов интеrрирования. В ряде

докладов рассматривались методы решения краевых задач и способы по--

лучения двусторонних оценок для решений дифференциальных уравнений.
Большое внимание было уделено обсуждению вопроса об оптимальности

методов численноrо интеrрирования.

В настоящее время одной из важнейших задач вычислительной MaTe 

матики является отыскание эффективных методов решения MHoroMepHbIx

задач для уравнений математической физики. Дело в том, что в прило--

жениях, встречающихся в физике и технике, обычно приходится иметь



дело с Tpex и четырехмерными задачами, а в случае кинетическоrо ypaB 

нения с семимерными задачами. Оказалось, что как для линейных, так и

для нелинейных уравнений решение таких задач можно свести к решению

последоватеJlьнuстей одномерных задач.

Доклады, представленные на секции уравнений с частными производ 

ными, представляли существенный шаr в развитии этоrо направления с

точки зрения теоретическоrо обоснования таких методов. Был представ 

лен также ряд докладов, показывающих отработанность алrоритмов для

решения сложных MHoroMepHbIx задач и эффективность их применения.

Часть докладов была посвящена друrим важным вопросам теории и прак 

тики численноrо решения уравнений с частными производными.

На секции численных методов решения интеrральных и функциональ 
ных уравнений рассматривались доклады, посвященные итерационным Me 

тодам решения функциональных уравнений, вариационным методом реш!?

ния линейных п нелинейных операторных уравнений и методам решения

интеrральных уравнений.

На секции решения оптимальных задач было представлено большое

число докладов, содержащих изложение практических результатов в обла 

сти решения конкретных задач. Ряд докладов был посвящен оптимальным

методам решения целых классов задач. Следует отметить существенный

рост уровня трудности успешно решаемых задач.

На секции некорректных задач обсуждалась постановка вопросов, свя 

занных с приближенным решением некорректных задач, отысканием ал 

rоритмов решения таких задач, а также был доложен ряд результатов по

решению конкретных задач.

На конференции были представлены также приложения вычислитель 

ной математики в механике, физике и химии. Значительная часть докла 

дов, представленных на соответствующих секциях, концентрировалась по

направлениям: rазовая динамика, методы решения кинетическоrо ypaBHe 

ния, расчеты диффузионных процессов, теория упруrости, электродина 

мика, химическая кинетика, кристаллоrрафия. Основное внимание в дo 

кладах, представленных по этим направлениям, было уделено разработке

методов и алrоритмов решения задач, а также вопросам эффективности
применения этих методов. Одновременно с этим часть докладов содержа 

ла изложение результатов по численному решению отдельных прикладных

задач.



На заключительном заседании были заслушаны выступления С. Л. Co 

болева и А. Н. Тихонова о путях развития вычислительной математики

и было принято решение, направленное на дальнейшее развитие вычисли 

тельной математики.

Конференция отметила значительное повышение уровня теоретических

исследований в вычислительной математике, широкое проникновение BЫ 

числительных методов в различные области науки, техники, народноrо xo 

зяйства, что способствовало расширению и уrлублению научных исследо--

ваний в этих областях. Нет сомнения, что обмен мнениями, состоявший 

ся в результате проведения конференции, поможет устранению ненужноrо

дублирования, что будет способствовать дальнейшему развитию вычисли 

тельной математики.



О ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКЕ

А. Н. Тихо'Нов, Н. Н. Куз'Не'ЦО6

Статья написана в связи с 60 летиемВеликой Октябрьской социалистич 

ской революции. В ней обсуждаются общие черты современной вычисли 

тельной математики, ее значение для научно--техническоrо проrресса.

1. 60 лет прошло со времени Великой Октябрьской революции, вопло--

тившей в жизнь великие идеи марксизма ленинизма,давшей жизнь перво--

му на Земле социалистическому обществу. За эти rоды технически отсталая

Россия превратилась в мощную промышленную и культурную державу.

Оrромный научный потенциал, которым располаrает сейчас СССР, раз 

мах научных исследований в нашей стране, научные достижении, составля 

ющие предмет rордости нашеrо народа, все это результат Октябрьской
революции, итоr неустанной планомерной работы по развитию науки, яр 

кое свидетельство Toro внимания, которое уделяет партия развитию науки

в нашей стране.

В дореволюционной России было немало выдающихся ученых. OДHa 
ко их деятельность в условиях царизма и низкоrо уровня экономическоrо

развития страны не моrла сколько нибудьсущественно влиять на научно 

технический проrресс общества. Лишь в условиях социализма оказалось

возможным придать научным исследованиям подлинно широкий масштаб,

превратить их в мощный инструмент научно техническоrопроrресса.

Наука и социализм неразделимы. Как социалистическое общество не

может развиваться без BceMepHoro развития науки OCHoBHoro двиrателя

техническоrо ПрОI'ресса, так и наука лишь при социализме обретает наи 

лучшие условия для cBoero развития. Социалистическое общество созда 

ет наиболее блаrоприятную атмосферу для беспрепятственноrо развития

научных талантов. Присущее ему централизованное долrосрочное плани 



рование надежно обеспечивает перспективные научные исследования, Tpe 

бующие подчас оrромной концентрации средств и усилий. rуманизм co 

циалистическоrо общества rарантирует использование результатов научно 

технических исследований lIС по зло человеку, а на ero блаrо.

2. Социализм создает самые блаrоприятные условия для плановой opra 

низации подrотовки научных кадров. В современном мире, специфической
чертой KOToporo является чрезвычайно бурное развитие науки, сопровож 

дающееся рождением новых направлений и новых наук, быстрым COBep 

шенствованием технолоrических средств научных исследований, к систе 

ме образования предъявляются существенно новые требования. Обучение
студентов должно быть ориентировано не столько на задачи сеrодняшнеrо

дня, сколько на перспективную научно--техническую проблематику, KOTO 

рая приобретет первостепенное значение в близком будущем. Центр тяже 

сти обучения смещается в область фундаментальных основ науки и мето--

долоrии, особое значение приобретает привитие студентам умения ставить

задачи, анализировать непривычные ситуации, вести научный поиск.

Математизация науки, о которой речь пойдет ниже, широкое примене 
ние электронных вычислительных машин как мощноrо инструмента науч 

Horo исследования обусловливает существенно возросшую роль математи 

ческоrо образования будущих научно--технических работников.
Электронные вычислительные машины вызвали к жизни по существу

нпRую математическую науку «прикладную математику», связанную с

разнообразными аспектами применения ЭВМ, исследованием алrоритмов

реализации на ЭВМ математических моделей науки и техники, орrанизаци 

ей вычислении и обработки информации, созданием вычислительных KOM 

плексов и их математическоrо обеспечения и т. д., И обусловили потреб 
ность специализированной подrотовки соответствующих научных кадров.

Эта подrотовка является важной rосударственной задачей и осуществля 

ется сейчас специальными факультетами или отделениями мноrих универ 

ситетов и вузов нашей страны, в том числе факультетом вычислительной

математики и кибернетики Mry.

3. Специфической чертой развития науки в наше время является ее

математизация. Электронные вычислительные машины столь кардиналь 

но расширили возможности математическоrо метода, что он превраТИk

ся в один из основных инструментов научноrо познания, а тем самым

в мощное орудие научно техническоrопроrресса общества. Он далеко пе 

решаrнул rраницы традиционных областей применения и проникает сейчас



практически во все сферы человеческой деятельности. Можно сказать, что

с появлением ЭВМ наука обрела новое орудие познания.

Сущность матеl\штическоrо метода состоит в построении математиче 

ской модели исследуемоrо объекта и реализации этой модели, т. е. полу 

чении средствами математики следствий, причинно обусловленных приня 

той I\IOделью. Сопоставимость этих следствий с реальными проявлениями

объекта является критерием адекватности принятой модели.

Роль математическоrо метода в естественных науках всеrда была чрез 

вычайно важной. Нахождение удачной математической модели явления

или класса явлений, как правило, знаменовало собою великое открытие

в естествознании. Вспомним, например, ньютоновскую модель тяrотения

или уравнения электромаrнитноrо поля Максвелла. А. Н. Крылов, вели 

кой заслуrой KOToporo было создание математической модели поведения

корабля на воде, rоворил, что блаr'одаря превращению кораблестроения в

математическую науку за 50 лет в нем был достиrнут больший проrресс,

чем за все 50 веков мореплавания.

До появления ЭВМ математический метод успешно применялся лишь

к явлениям, допускающим сравнительно простые математические модели.

Скромные вычислительные возможности человека не позволяли рассчиты 

вать на решение более или менее сложных математических задач или задач

значительноrо объема и вынуждали исследователя к максимальному упро 

щению математической модели, что, конечно, оказывалось осуществимым

(без полной потери адекватности) лишь для сравнительно узкоrо Kpyra яв 

лений. Н. Е. Жуковский rоворил, что rлавная задача естествоиспытателя

состоит в таком упрощения модели, чтобы она допускала решение в эле 

ментарных функциях. Эти слова нашеrо выдающеrося ученоrо ярко пере 

дают ситуацию, характерную для математическоrо метода исследования

до появления ЭВМ. Ясно, сколь серьезные оrраничении накладывал такой

подход на явления, поддающиеся удовлетворительному математическому

исследованию.

Теперь под решением прикладной математической задачи понимается

обычно указание эффективноrо алrоритма ее численноrо решения и реали 

зация этоrо алrоритма на ЭВМ.

Задачи, связанные с реализацией математических моделей, называют

теперь прямыми задачами. Основные вопросы, решаемые в связи с эти 

ми задачами, это исследование алrоритмов численной реализации, их

устойчивости, экономичности, универсальности, построение оптимальных

в том или ином смысле алrоритмов.



Важное место при исследовании мноrих математических моделей за 

нимают, конечно, и чисто математические вопросы обоснования (Teope 
мы существования, единственности, корректности и т. п.), качественный и

асимптотическиЙ анализ решений. Среди этих вопросов, иrраlOЩИХ подчас

большую роль в численном анализе, мноrие пока недоступны современным

ЭВМ.

Особую сложность для вычислительной математики представляют пря 

мые задачи (обычно, нелинейные), которые математически изучены слабо

(таковы, например, задачи физики плазмы, задачи rазовой динамики). В

таких задачах мы обычно не располаrаем общими результатами о MaTe 

матической определенности и корректности задачи, о сходимости вычис 

лительных алrоритмов и их точности. Первостепенное значение приобре 
тает здесь численный эксперимент, применяемые алrоритмы подверrаются

особо тщательному численному анализу.

Вообще численный эксперимент, уже и сейчас иrрающий в науке

существенную роль, несомненно, будет иметь в недалеком будущем очень

важное значение в научных и технических исследованиях, и это значение

будет все возрастать по мере осознания нами возможностей ЭВМ и их

развития.

Важный класс задач современной вычислительной математики COCTaB 

ляют обратные задачи. Они естественно возникают при исследовании

объектов, недоступных для прямых наблюдений. В этом случае характери 

стики объекта должны определяться по ero косвенным проявлениям. MaTe 

матически эта задача состоит в выборе семейства математических моделей

объекта, зависящих от HeKoToporo множества параметров (характеристик
объекта), подлежащих определению, и нахождении в этом семействе мод!?

ли, сопоставимой с наблюдаемыми проявлениями объекта. В подавляющем

большинстве случаев эта задача оказывается некорректно поставленной:

даже малые неточности наблюдаемых данных (которые, конечно, всеrда

присутствуют) приводят к катастрофическому разl\'IЫТИЮ класса моделей,

сопоставимых с этими данными в пределах их поrрешностей.

Сужение исходноrо семейства моделей (уменьшение множества опре 

деляемых параметров), конечно, уменьшает неустойчивость задачи и даже

может сделать ее устойчивой, но при этом требование сопоставимости мод!?

ли с результатами наблюдений в пределах поrрешностей последних обычно

оказывается невыполнимым и поэтому приходится мириться с отклонения 

ми модели от экспериментальноЙ информации, вообще rоворя, значительно

превосходящими неточность этой информации. Такой путь (реализуемый,



например, в методе наименьших квадратов) обладает тем недостатком,

что увеличение объема содержательной информации не ведет к уточнению

наших знаний.

Идея развитоrо в последнее время метода реrуляризации состоит

в привлечении к решению обратной задачи дополнительной качественной

априорной информации об исследуемом объекте. С помощью реrуляри 

зации удалось построить устойчивые алrоритмы мноrих важных классов

обратных задач естествознания.

Некорректные задачи, к которым успешно применяется метод реrуля 

ризации, возникают также в таких важнейших для приложения задачах,

как конструирование систем с заданными характеристиками, автоматиза 

ции обработки результатов наблюдений (включая их интерпретацию), оп 

тималЫlOrо управления и оптимальноrо планирования и во мноrих друrих

важных прикладных задачах.

Kpyr задач вычислительной математики широк и разнообразен. В усло--

виях интенсивноrо применения ЭВМ вычислительная математика превра 

щается в неотъемлемую часть научно--техническоrо проrресса общества,
в значительной степени определяющую темпы этоrо проrресса.

Поступила в редакцию 19 мая 1977 r.

Кафедра вычислительной математики

Оп computational mathematics

А. N. Tichonov, N. N. Kuznetsov

Summary

The note is written оп the occasion of 60th anniversary of the Great October

Revolution. It is concerned with general features of the modern computational
mathematics, its significance for the scientific and technological progress.



ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА

И НАУЧНО ТЕХНИЧЕСКИЙпроrРЕСС

А. н. Tиxo1ioB

1. Воздействие математики на научно техническийпроrресс за послед 

ние десятилетия изменилось революционно. Важным этапом развития MHO 

rих наук стала их математизация, которая оказалась возможной блаrодаря
созданию электронно--вычислительных машин (ЭВМ) [11. Появление ЭВl\I

было инициировано потребностями научно--техническоrо проrресса и CTa 

ло возможным блаrодаря достижениям друrих наук. Их создание можно

сопоставить с самыми величайшими достижениями человечества, такими:

как изобретение паровой машины или использование электричества. Oд 
нако ЭВМ занимают в этом ряду особое место: если обычные машины

расширяли физические возможности людей, делали их сильнее, то ЭВI\I

существенно повысили интеллектуальный потенциал человечества.

Математика является одной из самых древних наук. Она зародилась на

заре человеческой цивилизации. Строительство, измерение площадей зе 

мельных участков, навиrация, ToproBbIe расчеты, управление rосударствоы

требовали умения проводить арифметические вычисления и определенных

rеометрических навыков.

В дальнейшем математика развивалась как важная составная часть об 

щеrо комплекса научных знаний. Потребности естествознания, техники,

всей практической деятельности людей постоянно ставили перед MaTeMa 

тикой новые задачи и стимулировали ее развитие. В свою очередь про 

rpecc в математике делал математические методы более эффективными,
расширял сферу их применения и тем самым способствовал общему научно 

техническому проrрессу.

Роль математики в различных областях человеческой деятельности и

в разное время была существенно различной. Она складывалась истори 

чески, при этом сильное влияние на нее оказывали следующие факторы:



уровень развития математическоrо аппарата и степень зрелости знаний об

изучаемом объекте, возможность описать ero наиболее существенные чер 

ты и свойства на языке математических понятий и уравнений, или, как Te 

перь принято rоворить, возможнuсть IlUС'l'рUИ'l'Ь «математическую моделы>

изучаемоrо объекта [2].
Математическая модель всеrда основана на некотором упрощении, иде 

ализации объекта. Она не тождественна объекту, а является ero прибли 
женным отражением. Однако блаrодаря замене реальноrо объекта моделью

появляется возможность сформулировать задачу ero изучения как MaTeMa 

тическую и воспользоваться для анализа универсальным математическим

аппаратом, который не зависит от конкретной природы объекта. Язык Ma 

тематики позволяет единообразно описать широкий Kpyr фактов и наблю 

дений, провести их детальный количественный анализ, предсказать, как

поведет себя объект в различных условиях, т. е. спроrнозировать результа 

ты будущих наблюдений. А ведь проrнозирование всеrда трудная задача,

и оправдывающиеся проrнозы являются предметом особой rордости любой

науки.

Сложность построения и исследования математической модели суще 

ственно зависит от сложности объекта. До появления ЭВМ основную роль

в решении математических задач иrрали аналитические методы. Исследо 
ватели стремились избежать трудоемких вычислений и получить ответ в

виде формулы. Математические модели, для которых получить решение

в ЯВНОI\'l виде не удавалось, либо вообще не рассматривались, либо упро 

щались с помощью дополнительных предположений. Упрощение модели

снижало степень ее соответствия изучаемому объекту, делала результаты

исследования объекта менее точными и, следовательно, менее интересны 

ми, а иноrда и приводило к ошибкам.

Ситуация резко изменилась с появлением ЭВМ. Опытный вычислитель,

вооруженный настольной клавишной машиной, тратил на выполнение ok

ной операции в среднем за рабочую смену около полминуты. Современные
ЭВМ выполняют миллионы операций в секунду. Таким образом, за KOpOT 

кий промежуток времени порядка 30 лет блаrодаря ЭВМ скорость прове 

дения вычислений возросла примерно в 100 миллионов раз. TaKoro скач 

ка не было за всю историю человечества ни в одной сфере человеческой

деятельности.

Применение численных методов на базе ЭВМ сразу существенно расши 

рило класс математических задач, допускающих исчерпывающий анализ.

Теперь уже исследователю при построении математической модели KaKoro 



то объекта не нужно стремиться к упрощениям, которые были необходимы

раньше при желании получить ответ в явном виде. Ero внимание прежде

Bcero должно быть направлено на то, чтобы правильно учесть все наи 

более существенные особенности изучаемоrо объекта и отразить их I:J Ma 

тематической модели. После Toro, как модель построена, встает вопрос о

разработке алrоритма решения соответствующей математической задачи

и ero реализации на ЭВМ. Таким образом, ЭВМ изменили подход к при 

менению математики как метода исследования. Они вызвали переориента 

цию мноrих сложившихся направлений математики и развитие ряда новых.

Сеrодня ЭВМ являются одним из определяющих факторов научно 

техническоrо проrресса. Их применение способствует ускорению развития

ведущих отраслей народноrо хозяйства, открывает принципиально новые

возможности проектирования сложных систем при значительном сокраще 

нии сроков разработки и выполнения проектов, обеспечивает выбор оп 

тимальных режимов производственно технолоrическихпроцессов, создает

условии для совершенствования управления и повышения производитель 

ности труда.

Математика с помощью ЭВМ стала одним из важных факторов превра 

щения науки внепосредственную производительную силу общества. Без

ЭВМ не моrли бы развиваться мноrие крупные научно техническиепро 

екты современности (атомная энерrетика, сверхзвуковая авиация, косми 

ческие исследования и т. д.). Интенсивный процесс математизации захва 

тил не только естественные и технические, но также и общественные Ha 

уки. Важное значение приобрело применение математических методов в

экономике.

Математическое моделирование начинает широко использоваться в хи 

мии, rеолоrии, биолоrии, медицине, психолоrии, линrвистике, повышая

эффективность научных исследований, способствуя скорейшему BHeдpe 

нию результатов научных исследований в практику. Подтверждается точ 

ка зрения К. Маркса, который, по словам П. Лафарrа, считал, что «Ha 

ука только тоrда достиrает совершенства, коrда ей удается пользоваться

математикой» 1).

П. Среди актуальных проблем современной науки можно выделить

проблемы управления, оптимальноrо проектирования сложных систем

и автоматизации экспериментов. Проблема автоматизации экспеРИl\1ен 

тов и научноrо приборостроения в силу своей исключительной



важности была предметом специальноrо обсуждения на совещании пре 

зидентов академий наук социалистических стран в Москве в феврале
1977 r.

Высокий уровень аН'l'uматизации мноrих (особенно физических) экспе 

риментов и способов реrистрации их результатов позволяет получать за

короткое время большой объем информации в виде десятков и сотен тысяч

снимков, осциллоrрамм, показаний детекторов и т. д. Для интерпретации

этой информации требуется математическая обработка, которую, как пра 

вило, нужно проИЗВОДИТЬ практически одновременно с экспериментом или

с небольшим запаздыванием после Hero. Такую обработку можно осуще 

ствить только с помощью ЭВМ, применение которых становится сеrодня

неотъемлемой частью эксперимента. Накопление большоrо объема экспе 

риментальной информации без автоматизации обработки теряет смысл.

Остановимся подробнее на математических аспектах проблемы aBTOMa 

тизации обработки результатов наблюдений.

Типичной особенностью постановки задач классической математики яв 

ляется КОНЦепция «ТОЧНОСТИ», т. е. предположение, что исходные данные

заданы точно и все вычисления выполняются точно. Эта точка зрения HO 

сит rипотетический характер, однако она имеет выдающееся значение в

развитии математики и мноrих ее приложений.

Ярким проявлением этой концепции является понятие корректной по 

становки задачи. Ero ввел Ж. Адамар в 1929 r., анализируя естественность

rраничных условий для различных типов дифференциальных уравнений в

частных производных.

При решении количественных задач обычно ищется решение z по ис 

ходным данным и: z == R(u), rде R функциональная связь между z и и.

Будем считать, что z и и являются элементами метрических пространств

Z и и возможных решений и возможных исходных данных с метриками

pz и рu соответственно, причем выбор метрик обычно определяется по 

становкой задачи. Такая задача называется корректно поставленной, если

выполнены следующие требования:

1) существование решения,

2) единственность решения,

3) устойчивость решения по отношению к возмущениям исходных дaH 

ных, т. е. непрерывная зависимость решений z от входных данных и в

метриках соответствующих пространств Z и U.

Если классы Z и и выбраны «естественно» для рассматриваемой за 

дачи, то условия 1) и 2) характеризуют ее математическую определен 



ность. Условие 3) связывается с физической детерминированностью задачи,

а также с возможностью применения численных методов ее решения при

приближенных исходных данных.

Адамаром была высказана точка зрения, широко воспринятая MaTeMa 

тиками, что всякая математическая задача, соответствующая какой либо

физической или технической проблеме, должна удовлетворять перечислен 

ным выше требованиям корректности. Соrласно этой точке зрения, HeKOp 

ректно поставленные задачи (т. е. задачи, не удовлетворяющие хотя бы

одному из названных требований) рассматривать нецелесообразно, и они

не MorYT встречаться в физических и технических приложениях. В самом

деле, если нарушено условие 3), то при сколько уrодно малых поrрешно--

стях в и, приближенных исходных данных для и (что всеrда имеет Me 

сто в реальных задачах) уклонения соответствующих решений z == R(и) и

z == R(u) MorYT быть очень велики. Естественно, что при этом приближен 
ное решение таких задач не имеет смысла.

Однако изложенная арrументация содержит неявное предположение,

что в качестве приближенноrо решения z мы берем z == R(U), точное значе 

ние оператора R на и приближенных исходных данных. Эта aprYMeHTa 

ция по существу устанавливает следующий факт: для неустойчивой задачи

нельзя в качестве приближенноrо решения брать точное значение R на и.

Таким образом, возникает вопрос: как надо ставить задачу о приближенном

решении неустойчивых задач? Эти выводы относятся не только к неустой 

чивым, но и К так называемым плохо обусловленным задачам [31.
Трудности, связанные с проблемой интерпретации результатов наблю--

дений, обратили на себя внимание давно. Возникающие при этом MaTeMa 

тические задачи, как правило, оказываются либо неустойчивыми, либо не

имеющими решения. В последнем случае вводили понятие обобщенноrо pe 
шения по методу наименьших квадратов, предложенному еще в прошлом

веке rayccoM и Лежандром. Однако метод наименьших квадратов может

дать неустойчивый ответ, поэтому ero нельзя положить в основу автомати 

зированной обработки результатов наблюдений.
После этих предварительных замечаний рассмотрим устойчивые мето--

ды интерпретации наблюдений и проектирования сложных систем, в oc 

нове которых лежат понятие математической модели и метод реrуляриза 

ции. Процесс изучения явления с помощью математической модели можно

подразделить на следующие этапы:

1. Построение качественной модели. Этот этап состоит в выделении xa 

рактерных элементов модели, структуры данных наблюдений и в форму 



лировке их связывающих закономерностей. Такая работа требует широкоrо
знания фактов, относящихся к изучаемому явлению.

2. Построение математической модели, т. е. запись качественной модели

n математических терминах (I'ипотетическая модель).

3. Исследование математических задач, возникающих в связи с постро 

ением математической модели. Основным на этом этапе является решение

прямой задачи, т. е. получение теоретических следствий из принятой Moдe 

ли. Задачи, решаемые на этом этапе, являются типично математическими,

и для их решения MorYT быть применены как развитый аппарат класси 

ческой математики,так и математическое моделирование с помощью ЭВМ.

4. Исследование модели на основании критерия практики, т. е. сопо 

ставление результатов экспериментов и наблюдений с теоретическими след 

ствиями модели в рамках точности наблюдений. Основной задачей на этом

этапе является выяснение вопросов:

а) существуют ли в принятом классе rипотетических моделей такие мо--

дели (сопоставимые), что уклонение теоретических следствий модели от

данных эксперимента не выходит за пределы точности наблюдений (сопо 
ставимость класса моделей сравнения по точности с результатами наблю--

дений) ;

б) если такие модели существуют, то разработать методы отбора из мно--

жества сопоставимых моделей наиболее целесообразной модели, т. е. дать

интерЩJетацию результатов наблюдений (решить обратную задачу).

5. Использование апробированных моделей для проектирования и

управления, а также дальнейшее развитие модели в связи с накоплением и

уточнением данных об изучаемом явлении.

Математические модели различных разделов естественных наук имеют

существенно различные индивидуальные структуры. Тем не менее во всем

МНОI'ообразии математических структур можно выделить типичные части:

а) структура модели объекта (обозначаемая в дальнейшем z),
б) структура данных наблюдений (обозначаемая и),
в) структура функциональной связи, обусловливающая количествен 

ную зависимость и от z (обозначаемая оператором А: Az == и).
в пространстве Z возможных моделей объекта вводится мера уклон!?

ния Zl И Z2, обозначаемая Pz(Zl, Z2)' Аналоrично ВВОДИТСЯ мера уклонения
в пространстве И: PU(Ul,U2) и в пространстве допустимых операторов свя 

зи А. Решение прямой задаqи состоит в нахождении и по заданным Z и А.



Рассмотрим подробнее обратные задачи, которые возникают при интер 

претации результатов наблюдений и, как правило, являются неустойчивы 
ми. Предположим, что выходные значения наблюдений заданы приближен 
но с точностью 8, т. е. вместо и задано и<5, такое, что рu(u,и<5) :::; 8. Инте 

ресующая нас задача состоит в распознавании образа изучаемоrо объекта

по приближенной информация о нем. Центральным вопросом для таких

задач является проблема трактовки понятия решения. Мы уже знаем, что

попытка получить ответ с помощью решения уравнения Az == и <5
С прибли 

женной правой частью и <5
приводит К неудовлетворительному результату.

В предложенном нами методе реrуляризации эта задача ставится не как

решение уравнения, а как решение неравенства Pu(Az, и<5) :::; 8.

Назовем модель z<5 Е Z формально сопоставимой по точности с и <5, если

pu(Az<5, и<5) :::; 8. Пусть Z<5 совокупность всех формально сопоставимых с

и <5
моделей z<5 Е Z. Изучение сопоставимости моделей из класса Z заклю 

чается в исследовании множества z<5. Если Z<5 пустое множество, то это

значит, что модели из класса Z имеют слишком rрубую структуру, чтобы

описать изучаемый объект с заданной точностью, т. е. являются HeCOCTO 

ятельными (несоrласованными с экспериментальными данными). В это!\!

случае необходимо расширить класс допустимых моделей Z и брать, воз 

можно, последовательность расширяющихся классов Z1 С Z2 С ... с Z11'
пока не будет обеспечена сопоставимость.

Пусть Z<5 не пусто. Тоrда формально все элементы z<5 Е Z экви 

валентны между собой по точности в качестве решения обратной задачи.

Однако для неустойчивых задач множество Z<5 слишком широко. Поэтом '
необходимо установить принцип выбора наиболее целесообразной модели

z <5 с учетом дополнительной информации о характере искомоrо решения.

Он может быть, например, основан на принципе минимальной сложности

отобранной модели среди всех моделей, сопоставимых по точности с наблю 

дениями. Формализацию понятия сложности модели можно произвести с

помощью функционалов сложности n[z] неотрицательных непрерывных

функционалов, удовлетворяющих следующе!\'lУ условию:

множество Zc == {z Е Z: n[z] :::; С} компактно в Z.

Назовем нормальным решением задачи такой элемент z <5, который мини 

мизирует функционал сложности

n[Z8] == inf n[z<5].
zOEZo



Иными словами, нормальное решение zд это «наименее сложная» модель

из класса всех моделей, сопоставимых с результатами наблюдений в paM 

ках заданной точности. Можно доказать единственность определения zд

при достаточно общих условиях выбора n[z], устойчивость выбора модели

z
д
по отношению к малым возмущениям результатов наблюдений и д, а TaK 

же сходимость нормальноrо решения z д
к точному решению z уравнения

Az == и при рu(и, ид) О, т. е. в случае увеличения точности наблюдения.
Таким образом, zд является уСТОЙЧИВЫМ обобщенным (реrуляризованным)
решением уравнения Az == и д.

Описанный метод решения некорректных задач получил название мето--

да реrуляризации. Он является теоретической основой построения aBTOMa 

тизированных систем обработки результатов наблюдений. Независимо от

характера KOHKpeTHoro эксперимента в процессе обработки ero результатов

можно выделить несколько основных этапов. Поэтому систему обработки
разумно строить по модульно--иерархическому признаку, оставляя прак 

тически неизменной ее мониторную (управляющую) систему и осуществ 

ляя только различные наполнения модулей в зависимости от KOHKpeTHoro

содержания рассматриваемоrо эксперимента.

В работах [4, 5] подробно описана мноrоцелевая, проблемно--ориентиро 
ванная система обработки результатов наблюдений, рассказано о ее CTPYK 

туре, выделены модули, соответствующие различным режимам работы, и

указано их назначение. Различные режимы служат для Toro, чтобы иметь

возмпжнпсть ;Т,Р.ТЯ.JТhнп пrоа.нализировать ра.зличные вопросы, которые ин 

тересуют экспериментаторов в процессе их работы на установке. К числу

таких вопросов MorYT относиться, например, выбор управляющих парамет 

ров установки, оценка влияния поrрешности во входных данных на интер 

претацию результатов измерений (анализ точности интерпретации) и т. д.

Количественному анализу таких вопросов соответствуют определенные pe 

жимы работы системы обработки, что и дает основание называть ее мно--

rоцелевой. Кроме Toro, система является мноrоцелевой и в друrом смысле:

в силу достаточной общности и rибкости своей структуры она может ис 

пользоваться для обработки целоrо класса различных экспериментов путем

внесения необходимых изменений в наполнение ее модулей.

При правильно орrанизованном эксперименте точность проведения из 

мерений необходимо соrласовать с точностью интерпретации. В случае

упрощенной интерпретации на основе упрощенных математических Moдe 

лей используется не вся информация, заключенная в выходных данных

сложных и дороrостоящих измерений, и, наоборот, точная интерпретация



rрубых наблюдений лишена научноrо содержания, а потому бессмысленна.

Поэтому в настоящее время выдвиrается задача системноrо подхода в op 

rанизации эксперимента и ero интерпретации, причем ЭВМ должна стать

частью экспериментальной установки. Такая орrанизация позволяет спро 

ектировать весь эксперимент и соrласовать допуски в различных узлах ТЮ\:.

чтобы получить общий соrласованный результат.

Первой полностью автоматизированной системой явилась система об 

работки экспериментов по определению сечений фотоядерных реакциЙ
(реакций, при которых ядра вещества захватывают I KBaHTЫпадающе 

ro I излученияи испускают нейтроны). Такая система была разработа 
на в 1967 r. в Московском университете [6]. Она включает как первичную

обработку, так и интерпретацию, причем в процессе интерпретации прихо 

дится решать интеrральное уравнение первоrо рода относительно ИСКОМOI"О

сечения а(Е), rде Е энерrия I KBaHTOBпадающеrо излучения.

В качестве друrоrо примера приведем мноrоцелевую, автоматизирован 

ную систему обработки результатов эксперимента ЭОС (система обработ 
ки экспериментов), созданную в Институте прикладной математики АН

СССР и описанную в работе [4]. Эта система в основном ориентирована на

проблему диаrностики физических параметров (плотности и температу 

ры) оптически прозрачных объектов цилиндрическоrо строения, например

плазменных пучков. Для удобства работы с системой ЭОС создан специ 

альный, проблемно--ориентированный язык приказов.

В заключение подчеркнем, что к разобранным вопросам близко по CBO 

ему характеру примыкают проблемы оптима.iIьноrо проектирования слож 

ных систем. В качестве примера можно привести задачу проектирования и

расчета антенных устройств, обладающих заданными свойствами (задача
синтеза антенн) [7, 8].

111. Для реализации orpoMHbIx возможностей, которые дает использова 

ние ЭВМ, нужны высококвалифицированные кадры. Их подrотовкой занят

факультет вычислительной математики и кибернетики, прием на который

доведен к настоящему времени до 350 человек. Отметим, что 225 летний

юбилей MOCKOBCKoro университета совпадает с lО летнимюбилеем факуль 
тета ВМиК: молодость факультета отражает молодость соответствующеrо

научноrо направления.

Факультет ВМиК rотовит специалистов по всему Kpyry вопросов, свя 

занных с повышением эффективности работы ЭВМ и их применения в Ha 

родном хозяйстве. На первых двух курсах обучение проводится по единому



для всех учебному плану и единым проrраммам. Основное внимание yдe 

ляется фундаментальной, общематематической подrотовке и ПРОI'раммиро--

ванию. Начиная с TpeTbero Курса, студенты распределяются но кафедрам,
выбирают направление своей специализации, и каждый студент получает

научноrо руководителя. Учебным планом предусмотрено I'лубокое изуче 

ние специальных дисциплин по выбранному профилю на МНОI'очисленных

спецкурсах, спецсеминарах и приобретение навыков научной работы в про 

цессе прохождения производственной практики, выполнения курсовой и

дипломной работ.
MHoro внимания уделяется повышению методолоrической направлен 

ности лекций и семинаров, улучшению воспитательной работы, формиро--
ванию у студентов научноrо, коммунистическоrо мировоззрения, высоких

Mopa.iIbHo политических качеств.

Профессорско преподавательский коллектив факультета состоит из

крупных ученых и опытных педаI'ОI'ОВ. На факультете работают 4 академи 

ка, 4 члена корреспондентаАН СССР, 18 профессоров. Среди них 3 rероя
Социалистическоrо Труда, 8 лауреатов Ленинской и 8 лауреатов rосудар---
ственной премий.

Научные исследования на факультете ведутся по широкому Kpyry

актуальных проблем вычислительной математики. О некоторых из них

рассказано в этом номере журнала нашими ведущими учеными.

В состав факультета входит научно исследовательскийвычислитель 

ный центр, оснащенный современной вычислительной техникой, которая

используется для обучения студентов работе на ЭВМ и проведения ши 

рокой проrраммы научных исследований. О задачах НИВЦ и ero роли

в системе MOCKOBCKoro университета написано в статье директора НИВЦ
профессора Е. А. rребеникова [9].

Важное значение для MOCKoBcKoro университета имеет создание сети

ЭВМ дЛЯ систем коллективноrо пользования (СКП). Работы по СКП Be 

дутся в соответствии с постановлением rKHT СССР и приказом Минву 
за СССР, rоловным исполнителем работ является НИВЦ. Следует под 

черкнуть, что СКП Mry это первый в Советском Союзе проект такой

разветвленной сети ЭВМ.

В соответствии с десятым пятилетним планом первая очередь СКП

должна быть введена в строй к концу пятилетки. Создание СКП обес 
печит прямой доступ факультетов и институтов университета к мощной
вычислительной технике, позволит широко ее использовать в учебном про--

цессе и научных исследованиях. СКП будет иметь важное значение для



развития методов автоматизации экспериментов и обработки результатов

наблюдений, способствуя повышению эффективности и качества научных

исследований во мноrих подразделениях Mry. с созданием СКП связа 

но также развитие методов и средств автоматизации учебноrо процесса II

управления университетом.

Одна из важнейших задач, поставленных ХХУ съездом КПСС пере.:.r,

советской наукой, сформулирована следующим образом: «Расширять ис 

следования по теоретической и прикладной математике. Развивать науч 
ные работы, направленные на создание и эффективное применение в Ha 

родном хозяйстве вычислительной техникю> 2). Коллектив факультета BЫ 
числительной математики и кибернетики борется за то, чтобы внести свой

вклад в решение этой задачи, за выполнение заданий десятой пятилетки.

за достойную встречу славноrо юбилея MOCKOBCKoro университета.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

А. н. Тихо'Нов

(Представлено а'К:аде.ми'К:о.м Н. Н. Лузин'Ы.м 20 [ 1935)

Мы предлаrаем здесь исследование вопроса о единственности решений
для уравнения теплопроводности

д
2
и ди

дх2 at
(1)

для бесконечной прямой. Решения этоrо уравнения не определяются един 

ственным образом по заданному начальному значению <,о(х) (9 1). Далее
(99 2 5)мы исследуем интеrрал Пуассона

P(x,t) 2 7 ехр [ 
(x  /)2] <РЮ 

 CX)

(2)

и выясним, Коrда заданное решение уравнения (1) представимо в таком

виде. Кроме Toro мы установим некоторые условия единственности реше 

ния (1) для бесконечной прямой.

В 99 6 7мы занимаемся теми же задачами для полупрямой. В 9 8 мы CTa 

вим новую «обратную» задачу теплопроводности, имеющую целью опреде 

лить решение и(х, t) для х О t < О по заданному значению и(х, О) == <,О(х).
При этом никаких rраничных условий не требуется они определяются

сами.

1. Рассмотрим функцию

2

и (х, t) == Р(t) + х . P1 (t) + ; . р' (t) + . ..

2.

х2n х
2n+1

( )
. . . +

( ) ,'
р(n) (t) +

( ) ,
. P1

n

(t) + .. .

2п . 2п + 1 .



Очевидно, что если этот ряд равномерно сходится, то он представляет

решение уравнения теплопроводности. Если при этом функции F(t) и Р1 (t)
обладают тем свойством, что они со всеми своими производными обраща 
ются в О при t == О, то полученное решение будет отлично от тождественноrо

нуля, но и(х, О) == О при t == О.

Выбор функций F(t) и H(t), удовлетворяющих поставленным услови 

ям, нетрудно осуществить. Этот пример показывает, что начальное условие

не определяет единственноrо решения уравнения (1).

2. Пусть мы имеем решение и(х, t) уравнения теплопроводности, опре 

деленное для всех значений х и t О.

Отсюда можно заключить, что и(х, t) целая функция по х и что она

имеет все производные по t. Таким образом, она представима в виде

х
2

и(х, t) == F(t) + х. F1 (t) + 2т
. F'(t) +...

2п
Х

(п) )... +
(2п)!

. F (t +
х
2п+1

(п)

(2 ) ,
. Р1 (t) + .. .

,

п+ 1 .

причем

F(t) == и(О, t),
ди

F1 (t) ==

дх
(О, t).

Отсюда как следствие получается, что двух различных решений ypaB 

нения теплопроводности щ(х, t) и и2(Х, t), для которых

дщ ди2
дх (o,t) ==

дх
(O,t),щ(О, t) == и2(0, t),

быть не может.

Эти условия единственности аналоrичны условию Коши Ковалевской.

3. Если задано непрерывное начальное значение <,О(Х), то решение

уравнения теплопроводности, принимающие это начальное значение, обыч 

но записывают в виде интеrрала Пуассона

P(x,t) 2 7 ехр [ 
(x  t{)2] 'I'Ю d{.

 CX)

Но этот интеrрал может представлять решение нашей задачи только

тоrда, коrда этот интеrрал сходится. Кроме Toro, обычные доказательства



предполаrают ВОЗМОЖНОСТЬ дифференцировать это выражение ПОД знаком

интеrрала, для чеrо предполаrают равномерную СХОДИМОСТЬ интеrралов,

получающихся от двукратноrо дифференцирования под знаком интеrрала.

Мы доказываем следующую теорему.

т е о р е м а. Если инте2рал Р(х, t) сходится для не'К:отОрО20 зна"lения

хо, to, тл ()'Н, сходится для люб'ых зна"lений х, t (О t to) и представляет
в этой области решение уравнения теплопроводности, удовлетворяющее
nоставленно.му на"lал'Ьно.му условию.

4. Пусть дано некоторое решение уравнения теплопроводности и(х, t),
определенное для  oo< х < +00 и О t; при каких условиях и(х, t)
представимо в виде интеrрала Пуассона?

Установим для этоrо два различных типа условий.

Пер в о е у с л о в и е, н е о б х о Д и м о е и Д о с т а т о ч н о е, полу 

чается при изучении аналитической структуры функций

ди

дх (О, t)и(О, t) и

(эти функции, как мы видели в 9 2, вполне определяют решения).
В т о р о е у с л о в и е (д о с т а т о ч н о е) получается при помощи

оrраничения на характер роста и(х, t) при х -----+ 00.

Пер в о е у с л о в и е можно формулировать так:

ДЛЯ тО20 "lтоБЪt решение уравнения теплопроводности и(х, t)
бъtло nредстави.мо в виде инте2рала Пуассона, необходи.мо и JocmamO"lHO,
"lтобъt

и(o, ).vft, (0,t).t3/2

бъtли nредставимъ! при помощи nреобразования Лапласа 1).

5. Обозначим через

Лх) == шах и(х, t).
o:::;t:::;to

l)что касается условий для Toro, чтобы f(x) была представима при помощи преобра 
зования Лапласа

ос

f(t) == J ехр ( ta)g(a)da,
о

см. статью Видцера [1].



в т о р о е у с л о в и е можно формулировать так:

Если существует та'К:ое С, "lmo

J(x) .

ехр ( cx2) О,
Ixl......oo

(1)

то двух раЗНЪLХ решении уравнения теплопроводности, удовлетворяющих

условию (1) и nрини-мающих оdина'К:овЪLе на"lаЛЪНЪLе условия, бытъ не -мo 

жет. При"lе-м и(х, t) в это-м СЛУ"lае nредстави.мо в виде инте2рала Пуас 
сона. За-мети-м, "lmo среди фун'К:'Ции, построенных в 9 1 и не удовлетворя 
ющих условию единственности, ле2'К:О наити фун'К:'Ции, для 'К:отОРЪLХ

f(x) < ехр (x
2

+€)

при nроизволъно -мало-м Е:.

6. Рассмотрим з а Д а чу: наити решение и(х, t) уравнения теnло 

проводности по задаННЪL-М

и(х, О) == <,о(х) (х О); и(О, t) == p,(t) (t О)

(первая 'К:раевая зада"lа для бес'К:оне"lнои nолуnря.мои).
Эта задача имеет не единственное решение, как в том леrко убедиться

рассуждениями, аналоrичными 9 1.

Если наложить условие (см. 9 5)

J(x) .

ехр ( cx2) О,
Ixl......oo

то получается единственное решение, представимое в виде

1

J
t

х

[
х
2

]и(х, t) ==

2.Jii (t т)3/2
ехр

4(t т)
р,(т) dr+

о
00

1

J
1

{ [
(х  )2

] [
(х +  )2

] }+ ехр ехр <,o( ) .
2.Jii VIt 4t 4t

о

7. Обратимся к з а Д а ч е Фур ь е: оnределитъ решение уравнения

теплопроводности и(х, t) (х О, t >  oo),удовлетворяющее условию

и(О, t) == p,(t).



Очевидно, что эта задача не определена, так как

х
3

и(х, t) == х. F1 (t) +
3!

. F{(t) +...

удовлетворяет условию задачи при l1(t) О, если только этот ряд сходится.

Если Р1 (t) мноrочлен степени n, то

для n == О ио(х, t) == kx,

для n == 1 Щ (х, t) == k1 xt + (kX + k1  ;) ,

Мы доказываем, что при условии

l
anU

Iдхn
< М,

разность

Щх, t) и(х, t)

двух функций Щх, t) и Щх, t), удовлетворяющих условиям задачи Фурье,
является мноrочленом иn (х, t), удовлетворяющим уравнению теплопро--

водности.

Если n == О, то

t

1

J
х

и(х, t) ==

2V7i (t т)3/2
 oo

ехр [ 4(tX т) ] I1(т) dr.

8. Рассмотрим з а Д а ч у: оnределитъ решение уравнения теnлоnро 

водности и(х, t) для всех зна"lении х О и t < О, ес.ли задана

и(х,о) == rp(x).

Эта задача, так же как и предшествующие, не определена без дополни 

тельных условий, так как

х
2

х
3

и (х, t) == F (t) + х . F1 (t) + I
. р' (t) + I

. р{(t) + . . . (t == О)
2. 3.

является решением поставленной задачи при rp(x) == О, если только ряд

сходится и F(t) и Р1 (t) вместе со всеми производными обращается в нуль

при t == О (такие F(t) и F1 (t) существуют, 9 1).



Мы доказываем:

Т е о р е м а. Ес.ли и(х, t) и Щ (х, t) удовлетворяют поставленной

зада"lе и

дnи(х, t)
дхn

и

дnи

дхn

02paHU"leHN (равномерно), то

Если n

и(х, t) == щ(х, t).

о, т. е. функция и(х, t) == щ (х, t) и2(Х, t) оrраничена, то

1

/
0

х

[
х2

]rp(x) ==

2J1Т ( 7)3/2
ехр

4( 7)
11(7) d7,

 oo

rде и(О, t) == l1(t) (ср. 9 7).
При помощи простых преобразований получаем:

00

ёр(а) == / ехр ( az)J1(z) dz,
о

rде

а == х

2
; z == 4 ; ёр(а) == rp ;

1 11( )
71(z) == .

4z
.

J1Т JZ
Так как rp(x) == о, то ёр(а) == о; в силу теоремы Лерха [2] Jl(z) == о,

а, следовательно, l1(t) == О.

Общий случай для любоrо n сводится к предшествующему простым

дифференцированием.
Поступило 20 1 1935
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PHYSIQUE MATHEMATIQUE

THEOREMES D'UNICITE POUR L'EQUATION
DE LA CHALEUR

Рат А. Tichonov (Tychonoff)

(Presente рат N. Lusin, de l'Acadeтie, [е 201 1935)

Nous nous proposons d'etиdier la question de l'unicite d'une solиtion de

l'equation de la chaleur
д2
и ди

дх2 at
(1)

dans l'intervalle infini des х.

Une solution de cette equation n'est рэs definie d'une maniere univoque pal'
la valeur initiale ср(х) (9 1). Nous examinerons dans la suite (99 2 5)l'integrale
de Poisson

1

J
CXJ

1

[
(x  )2

]Р(х, t) ==

2ft ..л
ехр

4t
cp( )df,

 CX)

et nous allons determiner les conditions рош que la solution donnee de

l'equation (1) se presente dans sette forme. Еп outre, nous allons etablir des

conditions d'unicite de la solution de l'equation (1) рош une droite infinie.

Dans les 99 6 7 nous nous occupons des memes problemes рош une demi 

droite. Au 9 8 nous posons un nouveau probleme de conduction de la chaleur,
ayant рош but de determiner la solution и(х, t) рош х О t < О d'apres la

valeur donnee de и(х, О) == ср(х). O'ailleurs, оп n'exige aucиne condition рош
х == О qui se determine par еll!?тете.

1. Considerons une fonction

х
2

и(х, t) == F(t) + х. F1 (t) + 2!
. F'(t) +...

х2п х
2п+ 1

( )
... +

(2n)!
. F(n)(t) +

(2n + 1)!
. Р

1

п

(t) +...



Evidemment, si cette serie converge uniformement, еНе presente une solution

de l'equation de la charleur; si de plus les fonctions P(t) et Fl (t) possedent la

propriete de s'annuler, ainsi que leurs derivees, рош t == О, alors la solution
obtenue n'est pas identiquement nuHe, quoique рош t == О оп а и(х, О) == О.

Il est facile de realiser le choix de fonctions satisfaisant aux conditions

donnees. Cet exemple prouve qlle la condition initiale пе determine pas еп

general la solution unique.

Э 2. Soit и(х, t) une solution de l'equation de la chaleur definite рош toutes

les valeurs de х et рош t О.

Alors il еп resulte que и(х, t) est une fonction entiere de х et еНе admet

toutes les derivees par rapport а t. Ainsi еНе peut etre representee sous la forme

х
2

и(х, t) == P(t) + х. H(t) + 2т
. P'(t) +...

х2n x2n+l ( )
...+ 

( ) , .p(n)(t) +
(2 )'

.F1

n

(t)+...,
2п . п + 1 .

ои

P(t) == и(О, t),
ди

Fl (t) ==

дх
(О, t).

Il еп resulte que deux solutions differentes щ (х, t) et и2(Х, t) de l'equation
de la chaleur, рош lesqueHes

щ (О, t) == и2(0, t),
дщ ди2
дх

(О, t) ==

дх
(О, t)

пе peuvent exister.

Ces conditions d'unicite sont analogues aux conditions de Cauchy 
Kowalevsky.

Э 3. Etant donnee une fonction continue <,о (х), оп exprime la solution de

l'equation qui se reduit а <,О(Х) рош t == О, par l'integrale de Poisson

Р(х, t) == 2 1 ехр [ 
(х  /)2] <,O( )d .

 CX)

Mais cette integrale peut representer une solution de notre probleme dans le

seul cas ой cette integrale converge. De plus, la demonstration ordinaire suppose



la possibilite de la cette expression sous le signe, се qui exige la convergence
иniforme des integrales obtenиes par une doиble derivation sous le signe.

Nous allons demontrer le theoreme suivant:

т h е о r е m е. Si l'integrale Р(х, t) converge poиr иnе certaine valeиr хо, to,

еие converge poиr toиtes les valeиrs х, t avec О :::;; t :::;; to et represente dans се

doтaine иnе solиtion de l'eqиation de [а chaleиr satisfaisant а [а condition

initiale donnee.

4. Etant donnee une solution quelconque de l'equation de la chaleur

и(х, t),  oo< х < +00, t О, sous quelles condition и(х, t) est ellerepresentee
par l'integrale de Poisson?

Etablissons рош cela deиx conditions differentes.

L а р r е m i е r е с о n d i t i оп, n е с е s s а i r е е t s u ff i s а n t е,

decoule de l'etude de la structure analytique de

и(О, t) et
ди

дх
(О, t)

(ces fonctions, соmmе nous venons de le voir dans le 9 2, determinent

completement une solution).
L а s е с о n d е с о n d i t i о n (s u ffi s а n t е) s'obtient par une restriction

concernant le caractere de croissance de и(х, t) рош х ......... 00.

Оп peut formuler 1 а р r е m i е r е с о n d i t i о n ainsi:

Pour qиe и(х, t) soit иnе solиtion de l'eqиation de [а chaleиr, representable
par l 'integrate de Poisson, il faиt et il sиffit qиe

и (О,  ). Jt, (О, t) . t
3/2

soient les transforтees de Laplace des fonctions continиes. 1)

5. Designons par

f(x) == тах и(х, t).
O:::;t:::;to

l)Quant aux conditions pour qu'une fonction f(t) sois la transformee de Laplace

00

f(t) == J ехр ( ta)g(a)da,
о

voire Widder [1].



Оп peut formuler 1 а s е с о n d е с о n d i t i о n ainsi:

S 'il existe иn С tel que

f(x) .

ехр ( cx2) О,
Ixl......oo

(1)

alors il nе peut exister deux differentes solutions de l'equation de [а chaleur

satisfaisant а [а condition (1) et se reduisant а [а тете fonction роит t == О.

Dans се cas и(х, t) s 'exprime рат l'integrale de Poisson. Remarquons que, parтi
les fonctions construites dans [е 9 1 et qui nе satisfont pas а [а condition

d 'unicite, il est facile de trouver des fonctions роит lesquelles

f(x) :::; ехр (х2+l»

Е etant arbitrairement petit.

6. Considerons 1 е р r о Ь 1 е m е: trouver [а solution и(х, t) de l'equation
de [а chaleur роит laquelle

и(х, О) == <,о(х) (х О); и(О, t) == l1(t) (t О)

(premier ртоЫете аих limites роит иnе demi droiteinfinie).
Се probleme n'admet pas de solution unique, сотте оп peut s'en persuader

par un raisonnement analoque а celui du 9 1.

Si nous imposons la conditions (voir au 9 5)

f(x) .

ехр ( cx2) О,
[xl......oo

nous obtenons une seule solution, qui peut etre representee sous la forme

1

J
t

х

[
х
2

]и(х, t) ==

2vтr (t т)Зj2
ехр

4(t т)
l1(т) dT+

О
00

+ 2 J { ехр [
(х  /)2] ехр [

о

(х +  )2
] } <,o( )d .

4t

7. Considerons 1 е р r о Ь 1 е m е d е Fo u r i е r: deterтiner иnе

solution и(х, t) de l'equation de [а chaleur (х О, t >  oo)satisfaisant а

la condition

и(О, t) == l1(t).



Evidemment се probleme est indetermine, car

х
3

u(x,t) == х. F1 (t) + 3Т' F{(t) +...

satisfait aux conditions du probleme рош J-L(t) == О, pourvu que cette serie

converge. Si Ft (t) est un роlупбmе, alors

рош n == О ио(х, t) == kx,

рош n == 1 щ(х, t) == k1 xt + (kx + k1  ;),

Nous demontrons que sous la condition

l
anu

lдхn
< М,

la difference

и(х, t) Щх, t)

de deux fonctions satisfaisant аих conditions du probleme de Fourier, est

justement le роlупбmе иn(х, t) (satisfaisant а l'equations de la chaleur).
Еп particulier, si n == О,

t

1

J
х

и(х, t) ==

2..Jii (t т)3/2
 oo

ехр [ 4(tX т) ] J-L(T) dT.

8. Considerons 1 е р r о Ь 1 е m е suivant: determiner иnе solutions и(х, t)
de ['equation de [а chaleur (pour х О et t < О), s 'il est donne

и(х, О) == 'Р(х).

Се probleme, ainsi que le precedent, n'est pas determine, sans des conditions

complementaires, puisque

х
2

х
3

и(х, t) == F(t) + х. F1 (t) +,
. F'(t) +,

. F{(t) +... (t == О)
2. 3.

est une solution du probleme pose рош 'Р(х) == О pourvu que la serie converge,

si F(t) et F1 (t) s'annulent avec toutes leurs derivees рош t == О (il existe de

telles fonctions F(t) et Р1 (t)) voir au 9 1).



Nous avons demontre:

т h е о r е m е. Si щ(х, t) et и2(Х, t) satisfont аи ртоЫете pose et si

l
дnщ(х,t)

1 et l
anU2 (x,t)

Iдхn дхn

sont bornees (uniformeтent),

щ(х, t) == и2(Х, t).

Еп effet, si n == о, c'est a direque la fonction и(х, t) == щ (х, t) и2(Х, t) est

bornee, оп а:

о

1

J
х

'Р(х) ==

2...j1i ( T)3/2
 oo

ехр [ 4( T)] J.t(r) dr,

ои и(О, t) == J.t(t) (voir аи Э 7).
Au тоуеп de transformations simples nous obtenons:

00

<р(а) == J ехр ( az)"jL(z) dz,
о

ои

а == х
2

; z == 4 ; <р(а) == "" );

"jL(z) ==  .J.t(  )
.

...j1i JZ
Si 'Р(х) == О alors <р(а) == о; par suite 7l(z) == о еп vertu du theoreme de

Lerch [2], donc J.t(t) == О.

Le cas general рош n arbitraire se reduit au precedent par une simple
derivation.

Manuscript [e иle 20 1 1935
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THEOREMES D'UNICITE POUR L'EQUATION
DE LA CHALEUR

А. Tychonoff (Moscoи)

La question d'unicite рош les solutions de l'equation de la chaleur

д2
и ди

дх2 дt
(1)

dans le сзs d'un milieu infini, est а peine abordee. 1)

L'etude des phenomenes thermiques sur un segment fini d'une droite est

souvent remplacee еп physique par l'etude des solutions de l'equation de la

chaleur sur la droite infinie. Nous allons montrer (dans le 9 1) que dans се

dernier сзs 'il existe plusieurs solutions verifiant les conditions initiales donnees.

Puis (9 2 et 5) nous etablissons certaines conditions qui definissent ипе solution

unique de l'equation de la chaleur. Les 9 3 et 9 4 sont consacres а l'etude de

l'integrale de Poisson et des conditions sous lesquelles une solution de l'equation
de la chaleur peut etre representee par cette integrale.

Dans les paragraphes suivants sont etudiees les questions d'unicite рош

l'equation de la chaleur, dans le сзs d'une demi droite.Dans le 9 6 est traite

le premier probleme аих limites рош le сзs d'une demi droite, c'est a dire,

le probleme de determiner рош t > to la soll1tiпn и(х, t) de l'equation (1)
verifiant les conditions:

и(х, to) == 'Р(х), О х < 00,

7.ф, О) == J.t(t), to t.

Математический сборник. 1935. Т. 42, N. 2. С. 199-----215. (франц.) Издаётся при редакци 
онном участии MOCKOBCKoro, Ленинrрадскоrо н Казанскоrо математических обществ. Основан

в 1866 ['. М. Л.:Управление университетов и научных учреждений Н.К.П., rосударственное

объединенное научно--техническое издательство.

1JVoir le rn rnoirede Levi Е.Е. // АппаЕ di Maternatica 1908, ои il est d rnontreque

parrni les solutions de l'equation de la chaleur, рош lesquelles sont rernplies les conditions

lи(x, t)1 < Ixln, I (x, t)1 < Ixln (Ixl > Ха, n ип nornbre constant),

il еп existe ипе seule qui verifie la condition initiale donnee и(х, О) == 'Р(Х) (cornparer ауес le

Э 5 du present travail).



Les conclusions auxquelles оп arrive dans се cas, sont analogues а celles que

nous aurons obtenues dans les 9 1 5рош le cas d'une droite infinie.

Dans le 9 7 est considere le probleme de Fourier «sans conditions ini tiales»,
dans lequel il s'agit de determiner ипе solution assujettie а une seule condition

аих limites

и(О, t) == J.t(t) ( oo< t).

Cette condition пе determine pas de solution unique, mais si l'on suppose еп

outre que les derivees d'ordre n par rapport ах sont bornees:

l
anU

Iдхn
< М,

il se trouve que la difference de deux solutions possedant cette derniere propriete

est ип роlупбmе de degre au plus egal а п (qui verifie l'equation de la chaleur;

voir рош plus de details le 9 7).
Dans le 9 8 est traite un probleme de la chaleur entierement nouveau. Nous

demontrons que la solution и(х, t) de l'equation de la chaleur, definie рош

х О,  oo< t to, est completement determinee par ses valeurs pour

t == to si, сотте auparavant, оп suppose que  : est Ьоrnее. Се probleme
peut etre арреМ «probleme inverse de la chaleur»; tandis que les problemes
precedents avaient le but de determiner la «temperature» dans «:l'avenir» (рош
t to), се dernier probleme inverse est de retrouver «la marche historique» de
la temperature, connaissant ses valeurs рош le temps present (рош t == to).
Il e::;t а Iloter que dans се cas оп п'а pas besoin de connaltre les valeurs аих

limites: elles sont determinees par les autres conditions du probleme.

1. Dans le paragraphe present nous allons construire иnе solution и(х, t)
de ['equation de [а chaleur

д2
и ди

дх2 at

dans иn тilieu infini ( oo< х < +00), qui s'annulant pour t == О, и(х,о) == О,
n'est pas neanтoins nиие identiqueтent.

Dans се but nous allons considerer la fonction

(1)

х
2

х
3

и(х, t) == P(t) + х. H(t) + ,
. P'(t) +

3'
. P{(t) +...

2. .

х2n х2n+l ( )
...+ 

( ) , .p(n)(t) +
( )'

.P1

n

(t)+..., (1)
2п . 2п + 1 .



qui est une solution de l'equation de la chaleur рош tout choix des fonctions

F(t) et Fl(t) pourvu que la serie (1) soit convergente et qu'il soit legitime de
la deriver terme а terme par rapport а t. Si еп outre les fonctions F(t), F1 (t)
ainsi que toutes leurs derivees s'annulent рош t == О, и(х, t) est une fonction

cherchee,
Il nous, reste а montrer qu'il existe des fonctions F(t), F1 (t) possedant les

proprietes signalees. А cet effet rappelons qu'a toute suite de nombres positifs
croissants Аn telle que

00

1
<+00,

correspondent соmте оп sait 2) des fonctions f(t) possedant les derivees de tous

les ordres et telles que l'on а

1) f(n)(O) == О, 2) If(n)(t)1 < Аn.

Posons

Аn == (kn)!

ои 1 < k < 2. La serie

1 1 1

L YtA,;
'; L

vC";)kn
L

( )'
est convergente puisque k > 1. Choisissons maintenant Р(t), Р1 (t) parmi les

fonctions correspondant а cette suite des Аn. Il est aise de voir que la serie (1)
et la serie obtenue par derivation de (1) par rapport а t sont uniformement

convergentes, с. q. f. d.

2. Nous allons demontrer que toute solution de l'equation de [а chaleur,

definie dans [а region  oo< х < +00, О < t, est иnе fonction entiere de х роиТ'

tout t > О, dont [е developpeтent suivant les puissances de х est de [а forrпe

х
2

х
3

и(х, t) == F(t) + xF1 (t) + 2т F'(t) + 3! Р{ (t) + ... (1)

Еп effet, dans la region  Rх +R, t > to la fonction и(х, t) s'exprime
а l'aide des valeurs u( R,t),u(+R,t) qu'elle prend sur les droites х ==::1R et

de la valeur initiale и(х, to), сотте il suit:

2) Voir Carleman. Les fonctions quasi analytiques. Gauthier Vil!ars, 1926, р. 63.



+R
1

J
1

[
(х  )2

]и(х, t) ==

2..Jii .jt
ехр

4t
и( ,to) +

 R

t

1

J
х + R

[
(х + R)2

]+
2 r;;;. з ехр

4( )
J..Ll(T)dT+

y1r (t T)"2"
t T

to

t
1

J
х R

[
(х R)2

]+
2..Jii (t T) 

ехр
4(t T)

J..L2(T)dT, (2)
to

les fonctions J..Ll(t) et J..L2(t) etant liees avec les fonctions u( R,t),u(+R,t) par

des equations integrales de Volterra З). De cette representation оп peut conclure

que и(х, t) est ипе fonction holomorphe de х dans le domaine R < х < R;
R etant quelconque, il s'ensuit que и(х, t) est une fonction entiere de х:

х
2

х
з

и(х, t) == F(t) + xF1 (t) +
2!
F2 (t) +

3!
Fз(t) +... (3)

ou l'on а: ди
F(t) == и(О, t), H(t) ==

дх
(О, t).

La formule (2) nous montre aussi que и(х, t) possede les derivees de tous les

ordres par rapport а t, се qui prouve que le developpement (3) coincide ауес (1).
Du developpement (3) оп deduit que deux solutions de l'equation de la chaleur

рош lesquelles оп а

и(О, t) == щ(О, t) ,

ди дщ

дх
(О, t) ==

дх
(О, t) ,

sont identiques. Donc, les donnees de Cauchy assurent l'unicite.

3. Оп definit ordinairement la solution de l'equation de la chaleur qui

verifie la condition initiale donnee и(х, О) == 'Р(х) а l'aide de l'integrale de

Poisson:

и(х, t) == Р(х, t) ,

ou
+00

1

J
1

[
(х  )2

]Р(х, t) ==

2..Jii .jt
ехр

4t
'P( ) .

 oo

З) Voir Goиrsat. Cours d'Analyse. Т. III, ch. XXIX.



Рош demontrer que Р(х, t) verifie l'equation de la chaleur, оп calcule les

derivees de Р(х, t) еп permutant l'ordre des operations de la derivation et dela

quadrature се qui impose а priori la condition supplementaire que la fonction

'Р(х) est telle que la derivee seconde de Р(х, t) par rapport ах est representee

par une integrale uniformement convergente.
Nous allons montrer que, si poиr хо, to l'integrale Р(хо, to) est convergente,

Р(х, t) est convergente et verifie l'equation de lа chaleиr poиr toиt couple de

valeurs х, t, (t < to).
Еп effet, l'integrale

+00

1

J
1

[
(хо  )2

]Р(хо, to) ==

2..Jii JtO
ехр

4to
'P( )d 

 oo

etant convergente, l'integrale

2

M( )== J ехр [
(хо  )

] 'P( ) 2..Jii JtO 4to
о

est une fonction Ьоrnее de  .

Par definition Р(х, t) est la limite pour Т -------t 00 de l'integrale

+Т

J ех [
(хо  )2

] ( )d ==
2..Jii ..jt

Р
4t

'Р."."

 T

+Т
1

J
1

[
(хо  )2

]==

2..Jii JtO
ехр

4to
'P( ) X

 T

JtO
[

 2(to t) 2 (xto xot) + (x2to Хбt)
]х ехр .

..jt 4tto
Еп integrant par parties et еп posant

( )
JtO

[
 2(to t) 2 (xto xot) + (x2to x5t)

]w .",to,t,xo,x fi. ехр
4

'

у t tto

оп voit que cette integrale est egale а

I
+T

J
+T

aw
M( )w( ,to,t,xo,x)

 T
M( )

д 
d .

 T



Cette fonction w et toutes ses derivees par rapport а  ,х, t tendent vers о,
tendant vers 1 'infini, соmmе

exp( ce) (to t>O)

de sorte qu'on а:

I
+T

lim M( )w( ,to,t,xo,x) ==0.
T oo  T

Еп passant а la limite рош Т 00 nous avons donc:
+00

P(x,t) == J M( ): w( ,to,t,xo,X) ,
 oo

l'integrale du second membre etant uniformement convergente рош t < to,

х' х х", (х', х" arbitraires).
Ensuite оп а:

+00

дР(х, t)
J

д2

дх
== M( )

д дx
w( ,to,t,xo,x) ,

 oo

car l'integral du seconde membre est uniformement convergente.

D'autre part, оп а:

дР
.

( J
+T

a
2
w

)дх
==

i oo M( )
д дx

d ==

 T

{
+Т

}
.

aw +Т 1   x(  x)2
i   M( )дх I T+ 2.ji 1 2t'/2

ехр [ 4t ] <РЮ df, ,

et соmmе le terme integre tend vers о, оп а:

+00

дР 1

J
х

[
(х  )2

]дх
==

2..[ff 2 t3J2
ехр

4t
cp( )d .

 oo

U
.

t 1
д2Р

t
дР А

11
.

n raIsonnemen апа ogue prouve que дх2
е

at peuvent etre, е es ausSl,

calculees еп derivant Р(х, t) sous le signe (les integrales obtenues par ces

derivations sont uniformement convergentes рош t < to, х' х х") се

qui prouve que Р(х, t) est ипе solution de l'equation de la chaleur рош toute

valeur de х et t pourvu qu'on а: О < t < to.



Il est а noter que рош t == to les cas suivants sont possibles:
10. L'integrale Р(х, to) est divergente рош tout х i- о et converge рош

х == о.

20. L'integrale Р(х, to) est divergente рош tout х > О (ои х о) et converge

рОШ' toutes les autres valeurs de х.

30. L'integrale Р(х, to) est, divergente рош tout х < О (ou х о) et converge

pour toutes les autres valeurs de х.

40. L'integrale Р(х, to) est divergente рош tout х < а et х > Ь (ои х а

et х Ь) et converge рош toutes les autres valeurs de х.

L е р r е m i е r с а s se presente рош
 2

'Рl ( )==
1 +  4

.

ехр [ 4to ] ,

1 'integrale
+00

1

/
1

[
 2 x+ х2

]Р(х, to) ==

2..(ir V'tO
ехр

4to 1 +  4
d1.

 oo

etant divergente рош х i- о et convergente ропr х == О.

L е s е с о n d с а s а lieu рош

 2
ЧJ2(Х) ==

1 +  4
ехр [ 4to ] рош о

pour

,  2
('P2( )== ехр [ 4to ] ,

('P;( )== о,

о),
< о),'P2( )== О  <o

l'integrale
00

1

/
1

[
2x + х2

]Р(х, to) ==

2..(ir V'tO
ехр

4to 1 +  4
d1. ,

о

(
,

1

/
00

1

[
2x + х2

] )Р (х, to) ==

2..(ir V'tO
ехр

4to
d 

о

etant convergente рош toutes les valeurs de х verifiant l'inegalite х О (ои
х < о) et divergente pour х > О (ou х о).

L е t r о i s i е m е с а s est realise si l'on prend 'Рз( )== 'Р2(  ).
А l'aide des fonctions 'P2( ) et 'P3( ) оп peut facilement construire ип

exemple de fonction 'P4( ) рош laquelle l'integrale Р(х, to) est convergente
seulement рош les valeurs de х dans un intervalle (а, Ь) (les extremites exclues

ou поп), се qui prouve la possibilite du с а s 40.



4. Passons аих conditions sous lesquelles la solution donnee de l'equation
de la chaleur, definie dans la region  oo< х < +00, peut etre representee

par l'integтale de Poisson. Nous allons donner deux reponses differentes а cette

question.
D'une part nous allons donner les conditions imposees aux fonctions и(О, t)

et aи ;t) (donnees de Cauchy), qui sont necessaires et suffisantes рош que

и(х, t) soit representable par l'integrale de Poisson. D'autre part, nous etablirons

des conditions (suffisantes) concernant l'ordre de croissance par rapport а х

d'une solution representee а l'aide de l'integrale de Poisson, la тете restriction

assure l'unicite de la solution.

Retournons а la premiere condition. Posons nousla question suivante:

que peut ondire de P(O,t) et ap  ,t), si l'on sait que l'integrale P(x,t) est

convergente рош О < t < to?
Des transformations elementaires nous donnent:

+00

1

J
1  2

Р(О, t) ==

2 .ji
ехр [ 4t ] cp( )d1. ==

 oo

00

== J ех (
е

) [
cp( )+ ср(  )

] d1. ==

.ji
р

4t 2 
о

00

== J ехр ( ) Фl (z) dz == ф 1 ( ) ;

о

дР(О, t)
дх

1

2 

+00

J
е

2t3/2
ехр ( 4t ) cp( )d1. ==

 oo

1

t3/2

00

J ехр (  :) [
cp( )
4 (  ). ]d1. ==

о

==

1

t3/2

00

J ехр ( ) Ф2 (z) dz == t2 3Ф2 ( ) ,

о

(1)

,

1
, , 2

ou оп а pose z ==

4;



.1. ( ) ==
<p(2JZ) + <р( 2JZ)

.

'1-'1 Z

2.j1r JZ'

 2(Z)==
<p(2JZ) <р( 2JZ)

.2
4.j1r

(en particulier  2(0)== О),

00

Фl (а) == J ехр ( az) 1(z)dz,
о

00

Ф2(а) == J ехр ( az) 2(z)dz,
о

de sorte que Фl(а) et Ф2(а) sont des transformees de Laplace de fonctions
continues. Ainsi оп est arrive а la conclusion que si la solution de l'equation
de la chaleur peut etre representee раТ' l'integrale de Poisson Р(х, t) (роит
О < t < to) оп а necessaireтent:

00

и(o, ). a i== J exp( az) I(z)dz,
о

00

:х и(O, ). a  == J ехр ( az) 2(z)dz ( 2(0)== О),
о

c'est a dire,qu'elles sont les transformees de Laplace
4) des fonctions  1(Z),

 2(Z)continues rФ2(0) == О), les integrales etant convergentes роиТ' а >  .
to

4)pour tout се qui concerne [а transformation de Laplace dans [е domaine reel, voir l'article
de Widder D. V. The inversion of the Laplace integral and the related moment problem //
Тransactions of the American Mathematical Society. 1934. У. 36. Р. 107 200,ои Бе

trouvent des conditions БоиБ lesquelles une fonction de [а variable reelle peut etre representee
а l'aide de l'integrale de Laplace.



Nous allons montrer que ces conditions sont aиssi sиffisantes. Admettons

que l'on а: 00

и(o, )a  == J ехр( аz)'Фl(z)dz,
о

00

и (о,  )a  == J ехр ( аz)'Ф2(z)dz,
о

les integrales des seconds membres etant convergentes pour а > ао

['Фl(Z), 'Ф2(Z) continues, 'Ф2(0) == о]. Dans ces conditions еп rеmрlщ:апt а par

.! et еп effectuant de suite la transformation inverse а la transformation (1), оп
t

obtient: +00

1

J
1  2

и(О, t) ==

2...ft Jt
ехр ( 4t ) <p( )df.,

 oo

(2)+00

аи(О, t) 1

J (
е

)ах
==

2...ft 2t3/2 ехр
4t

<р( )df.,
 oo

ои. l'on а pose

е 21Т' е

!
<p( )== ...ft'Фl (4) + т'Ф2 (4),

pour о,
е 21Т' е

<р(  )== ...ft'Фl (4) т'Ф2 (4) ,

les integrales etant convergentes pour t < to ==  .
ао

La fonction <p( ) ainsi definie est evidemment continue. Considerons

l'integrale +00

Р(х, t) == 2 J ехр [ 
(х  /)2] <p( )df..

 oo

Selon le 9 3 et les formules (2) cette integrale est convergente pour О < t < to

quelle que soit la valeur de х. Cette fonction verifie d'ailleurs l'equation de la

chaleur, et еп outre оп а:

Р(О, t) == и(О, t),
а а

ax
P(O,t) ==

ax
u(O,t),

d'ou еп s'appuyant sur le theoreme d'unicite du 9 2, оп conclut que l'on

и(х, t) == Р(х, t).



5. Nous avons deja cite le theoreme de Levi, qui affirme que si рош х

suffisamment grand (х > хо) l'on а:

lu(x, t)1 < х
n

,

' :Х и(х, t)1 < х
n

,

n etant ипе constante, alors la condition и(х, О) == О entraine l'egalite

и(х, t) == О рош t > О.

Dans le тете ordre d'idees nous allons demontrer le theoreme suivant.

т h е о r е m е. Soit

f(x) == тах lu(x, t)l;
O t to

si и(х, t) est иnе solиtion de leqиation de [а chaleиr et s 'il existe иnе constante С

telle qиe

f(x) .

ехр ( cx2)ooo--t О

роиТ' х ooo--t 00 tant qиe роиТ' х ooo--t  oo,alors l'egalite и(х, О) == О entraine

u(x,t) == О (О t tO)5).
Si <р(х) n'est pas identiqиeтent nиие, il existe иnе seиle solution de

l'eqиation de [а chaleиr qиi verifie [а condition dи theoreтe precedent et qиi

verifie [а condition initiale и(х, О) == <р(х),. еn oиtre cette solиtion est donnee

раТ' 1 'integrale

+00

1

J
1

[
(х  )2

]и(х, t) ==

2.Jff vi
ехр

4t
<p( ) .

 oo

Passons а la demonstration du theoreme. Admettons и(х, О) == О et consi 

derons la fonction

.fiO
[

(х + R?
]

.fiO
[

(х R)2
]U(х, t) == f( R).

vi
ехр

4t
+ f(R).

vi
ехр

4t
;

cette fonction verifie l'equation de la chaleur.

5)Се theoreme est aussi demontre par une methode tout а fait differente рм М. PiscoиnojJ.
11 peut etre aussi demontre а !'aide de !а fonction de Green.



Considerons les valeurs de U(х, t) dans la bande  R(; х (; R, 0(; t; sur le

сбtе inferieur оп а U(х, О) == О, sur les сбtеs х == ::l::.R оп а:

V'tO V'tO
U( R,t) f( R).[;  u( R,t)  f( R).[;   U( R,t),

yt yt

V'tO V'tO
U(R, t) f(R).

vt
u(R, t) f(R).

vt
 U(R,t)

(рош О (; t (; to).
La fonction И(х, t) est discontinue ашс points ( R,О) et (R, О), mais il est

evident que les valeurs limites inferieures U( R,О) et U(R, О) sont nulles. Ainsi

nous avons besoin du suivant

т h е о r е m е. Si les fonctions U(х, t) et и(х, t) verifient l'eqиation de [а

chaleиr а l'interieиr dи rectangle Ixl (; R, О (; t (; to, et si sиr les trois cotes

t == О, х == ::l::.R оп а U(х, t) и(х, t), alors а l'interieиr dи rectangle et sиr son

cote sиperieиr оп а U(х, t) и(х, t).

Еп effet, sur les trois сбtеs mentionnes, nous avons:

v(x, t) == U(х, t) и(х, t) U(х, t) и(х, t) О.

Admettons que l'on а V(Xl, tl) ==  l< О (IXll < R, tl > О); considerons la

fonction V(x, t) == v(x, t) + k(t tl) k etant ипе constante positive, si реШе

que le minimum de V(x, t) est atteint а l'interieur du rectanp;le (k < i ) . Soit
[1

(Х2, t2) le point dans lequel est atteint се minimum, alors nous avons:

a2
V(X2, t2 ) a2

V(X2, t2)
О

дх2 дх2 с?",
aV(X2, t2)

==
aV(X2, t2)

k О
at at

+ ,

l'expression
a
2
V(X2, t2) aV(X2, t2) est donc positive. Mais d'autre part cette
дх2 at

expression est egale а
a2

V(X2, t2) aV(X2, t2) k ==  kcette contradiction
д т '

demontre le theoreme. 6)

Uпе solution de l'equation de la chaleur пе pouvant presenter ni maximum

ni minimum а l'interieur de la bande, des inegalites precedentes оп tire:

U(х, t) и(х, t) О и(х, t) U(х, t)

6) Voir 1. Petrowsky. Zur ersten Randwertaufgabe der Wii.rmeleitung // Compositio
Mathematica. 1935. У. 1. S. 387.



рош R :::; х :::; R, to == О, О :::; t :::; to, х == :l::R; donc,

{Л R).

VIfO
ехр [

 (x+ R)2
] + f(R) .

VIfO
ехр [

 (x R)2
] }

u(x,t)

{
VIfO

[
(х + R)2

]
VIfO

[
(х R)2

] }и( R).

ехр + f(R) .

ехр
4t 4t

dans tout le rectangle  R:::; х :::; R, О:::; t :::; to.

Choisissons t si реШ que l'on ait It > С et faisons tendre R vers l'infini; а

la limite les deux membres extremes de l'iш'igаlitе s'annulent, donc

и(х, t) == О рош
1

O:::;t:::;  .
4С

Еп repetant le тете raisonnement рош la bande 4 :::; t :::; 2 . 4 et ainsi

de suite оп arrive enfin а la conclusion que и(х, t) == О dans toute la bande

О :::; t :::; to. Evidemment оп а la consequence suivante: deux solutions щ(х, t),

и2(Х, t) remplissant la condition du theoreme et telles que

щ (х, О) == и2(Х, О) == rp(x)

coincident рош toutes les valeurs de t:

щ (х, t) == и2(Х, t).

Montrons maintenant que si l'on а rp(x) i= О, la solution и(х, t) qui est

egale а rp(x) рош t == О et remplit la condition precedente est representee par

l'integrale de Poisson:

+00

1

J
1

[
(х  ?

]и(х, t) == Р(х, t) ==

2.,fir
ехр

4t
rp( ) .

 oo

Еп effet, si la fonction и(х, t) [и(х, О) == rp(x)] remplit la condition

f(x) .

ехр ( cx2) ) О,
х......+оо
x........... oo



рош tout € positif оп peut trouver un nombre Х suffisamment grand рош que

l'on ait:

Irp(x)1 < € ехр (сх
2
) рош Ixl > Х.

Alors еп posant

A(€) == шах Irp(x)1
 x x x

оп а рош toute valeur de х:

lu(x, 0)1 == Irp(x)1 < A(€) + € ехр (сх
2
).

Considerons maintenant l'integrale

+00

1

J
1

[
(х  )2

]Р(х, t) ==

2-fi ..л
ехр

4t
rp( ) ;

 oo

nous avons:

+00

IP(x, t)1 2 J 2 ехр [ 
(х  /)2] [A(€) + € ехр (се)] ==

 oo

+00

== , J ехр ( a2)da+
 oo

+00

€

J ехр [
(е 2x + х

2
) 4tce

]
d 

==+
2...(ff 4t..л

 oo

== A(€)+

[
х

]
2

+00 1 4tC
€

J {
6/

у1 4tC

} (
сх2

)+
2...(ff

ехр
4t

ехр
1 4tC

 oo

€

(
сх2

)==A€ + ех()
уl 4tC

Р
1 4tC (рош t < 4 )'

Si l'on pose
с

С1 ==

1 4Ct1



et

F(x) == тах Р(х, t) (tl < 4 )'O t tl

оп:

F(x) .

ехр ( Clx2) А(Е:) .

ехр ( Clx2)+
С

'

1 tl

autrement dit

F(x) .

ехр ( Clx2) ) о;
х......+оо
x  oo

puisque l'on а и(х, о) == Р(х, о), оп peut affirmer que

u(x,t) == P(x,t) рош О t min(to, 4 )'
Рош terminer, signalons que parтi les solutions construites dans le 9 1, qui

s 'annulent роит t == о: и(х, о) == о, тais qui nе sont pas identiqueтent nulles:

и(х, t) -ф. о, оп peut trouver роит tout Е: иnе solution роит laquelle оп а :

f(x) == тах lu(x, t)1 < ехр (х
2+е

).

Soit еп effet F(t) ипе fonction qui s'annule pour t == о, ainsi que toutes ses

derivees; soit de plus
IF(n)(t)1 < [kn]!

(сотте d'habitude [kn] designe le plus grand entier пе surpassant pas kn);
nous allons designer par [kn]* le plus petit entier superieur ои egal а kn (de
sorte que l'on а [kn] == [kn]* ои Ыеп [kn]* == [kn] + 1).

Considerons la fonction

2 4 2n

и(х, t) == F(t) + ; F'(t) + ; F"(t) + .,. +
(

Х

) , F(n)(t) + ...;
2. 4. 2n.

nous avons:

f(x) == шах lu(x, t)1
O t<oo

00

х2n x2n[kn]! х2n

(2n)!
IF(n)(t)1 L (2n)! L [(2 k)n]*!

Si l'on а

[(2 k) . n]* == т, alors (2 k) . n т, donc
т

n  .
2 k



Il s'ensuit que рош х 1 оп а :

2т

х
2n , Х

L [(2 k) . п]*! L т!
.

l'indice designant que dans la seconde somme а chaque т correspondent autant

de membres qu'il у а d'entiers п рош lesquels [(2 k) . п]* == т. Evidemment,
si l'on а:

[(2 k) . п]* == [(2 k) . (п + 1)]* == ... == [(2 k) . (п + 1)]* == т,

[(2 k) . (п 1)] < т < [(2 k) . (п + l + 1)]*,

le nombre l est egal, soit а [ 2 k ]' soit а [ 2 k ] *. Donc

L'
2
m

x 

т! [ 2 k ]* L
2
m

x 

т!
== [ 2 k ]* ехр (x ).

Le nombre [ etant fixe d'avance, choisissons k tel que l'on ait:

2
0<
2 k

<2+[

ои autrement dit, tel que

[
1 < k < 2 < 2.

2+[

Ауес се choix de k nous avons рош х suffisamment grand:

лх) == тах 'и(х, t)1 < ехр (х2+е ) .

O t<oo

c.q.f.d.

6. Passons а l'etude des questions d'unicite dans le cas d'une demidroite.

Оп peut poser les р r о Ь 1 е m е s suivants:

Troиver иnе fonction и(х, t) continиe poиr х О, t > О satisfaisant а

l'eqиation de la chalenr poиr х > О, t > О et telle qиe

а) и(х, О) == ср(х);
Ь1 ) и(О, t) == /-l1(t)

(premier probleme аих limites).



La condition Ь1 ) peиt etre reтplacee par
а

Ь2 )
ах

и(О, t) == /-l2(t)

( s е с о n d р r о Ь 1 е m е а u х 1 i m i t е s) ои par

а
ьз )

ах
и(О, t) == h(u(O, t) /-lз(t)) (h> О)

(troisieme probleme аих limites).

L'etude du second et du troisieme probleme est entierement analogue аи

premier, de sorte que dans се qui suit, nous les laisserons de cote.

Оп peut encore poser le "probleme sans conditions initiales"

р r о Ь 1 е m е d е F о u r i е [. Troиver иnе fonction continиe dans [е

doтaine х О, t >  oo,satisfaisant а l'eqиation de [а chaleиr poиr х > О

et poиr toиte valeиr de t et se redиisant а /-ll(t) рош х == О.

Enfin dans le 9 8 nous considererons ип probleme nouveau.

Retournons аи р r е m i е r р r о Ь 1 е m е а u х 1 i m i t е s. Il est facile de

voir que [а solиtion de се probleme n'est pas deterтinee par ces conditions d'иne

тaniere иnivoqиe; еп effet, еп choisissant la fonction F1 (t) соmmе аи 9 1 et еп

posant

з 5

и(х, t) == xF1 (t) +  !F{(t) +  !Р{'(х) +...

оп obtient ипе solution du premier probleme аих limites satisfaisant аих

conditions

и(х, О) == ср(х) == О, м(О, t) == /-l(t) == О

qui n'est pas cependant identiquement пиllе.

Рош obtenir ипе solution unique il faut ajouter des conditions supplementaires

analogues а celles du 9 5:

1. Si poиr

f(x) == тах и(х, t)
O t to

оп а:

f(x) .

ехр ( cx2) O,
х......оо

des conditions и(х, О) == О, и(О, t) == О il s'ensиit qиe

и(х, t) == О (t to).



П. La solиtion и(х, t) verifiant [а condition

f(x). ехр ( cx2) О
x oo

s
'

ехрпте а ['aide de ses valeиrs poиr t == О, х > О et poиr х == О, t > О сотте

il sиit:

1

/
t

Х

[
х2

]и(х, t) ==

r;;; 3 ехр

4( )
jL(T)dT +

2у 1Т' (t T)'1 t T
О

1

/
00

1

{ [
(х  ?

] [
(х +  ?

] }+ ехр ехр <p( ) 
2-fi Jt 4t 4t

'

о

les integrales etant convergentes,

7. Envisageons maintenant le р r о Ь 1 е m е d е F о u r i е r а savoir:

Тroиver иnе fonction continиe dans [е doтaine х о, t >  oo,satisfaisant
а l'eqиation de [а chaleиr pour х > О pour toиte valeиr de t et se redиisant а

jLl(t) poиr х == О.

Les conditions de се probleme ainsi que celles du precedent пе determinent

pas de solution unique.

Еп effet, si la serie

3 5

и(х, t) == xF1 (t) +
Х

3 1 Р{ (t) + ;. F{'(t) + ...

. 5.

est convergente, la fonction и(х, t) est une solution du probleme de Fourier

verifiant la condition u(O,t) == О (t >  oo).Еп prenant рош F1 (t) des

роlупбmеs de degres 0,1,2,. . .
,
оп еп obtient des роlупбmеs:

ио(х, t) == kx,

х
З

иl(Х, t) == (k1 t + k)x + """1
k1 ,

3.

qui verifient l'equation de la chaleur et la condition

ип(О, t) == О (рош t >  oo).



Nous allons maintenant demontrer que si и1 (х, t), и2(Х, t) sont continues,

роит х О, t >  oo,et satisfont а l'equation de [а chaleur роит х > О,
t >  oo,et si leurs derivees d'ordre n рат rapport а х sont uniforтeтent
bornees (c'est a direI  :;I < М, I  ::21 < М), alors de [а condition

и1 (О, t) == 'и2(0, t)

il s 'ensuit que и(х, t) == щ(х, t) и2(Х, t)
est иn polynoтe dont [е degre nе surpasse pas n (naturellement il est, lui aussi,

une solution de l'equation de la chaleur).
Passons а la demonstration. Considerons d'abord le cas de n egal а О.

Nous allons montrer que des conditions

Iщ(х, t)j < М, IU2(X, t)1 < М, щ(О, t) == и2(0, t)

il s'ensuit que

щ (х, t) == и2(Х, t).
Еп effet, la fonction и(х, t) == щ(х, t) и2(Х, t) est uniformement bornee:

lu(x, t)1 < 2М, et verifie еп outre la condition и(О, t) == О. Еп vertu des

conclusions du 9 6 оп а рош tout couple х > О, t > to:

и(х, t) ==

2:п 1;т. { ехр [ i t ] ех+i t    ] } и({,to)d{
о

Laissons dans cette formule х et t fixes et faisons to tendre vers  oo;nous

aurons:

lu(x, t)1

Нт
2М

/
00

{ ехр [
(х  )2

]'"

to  oo-I7r 4(t to)
о

Нт
2М

{ /
00

ехр ( a.2)da.
to  oo-I7r

х

vt to

[
(х +  )2

] }
dE.

ехр
4(t to) 2 -.jt to

==

1 ехр ( a2)da}х

2vt to

1
.

4М
1т

to  oo-I7r

х

2vt to

/ ехр ( a.2)da.== О,

о



Рош n == 1 nous allons montrer que des conditions

l
aU1

1 М
дх

< , '
ди2

1дх
< М, щ(О, t) == и2(О, t)

il s'ensuit:

щ(х, t) == и2(Х, t) + kx,

k etant une constante. Сотте dans le cas precedent, nous avons:

и(х, t) ==

1

/
00

1

{ [
(х  )2

] [
(х +  )2

] }==

2.JiF YIt=ТO
ехр

4(t to)
ехр

4(t to)
и( ,to) .

о

Considerons

ди д2
и

дt
==

дх2

2 7:;, [h{ екр [   ! ] ек+  t   ] }] u({,to)d{
о

Еп integrant par parties оп obtient:

I
д2и

I ==

дх2

1

{
х

[
(х  )2

]exp +
2.JiF 2(t to) 4(t to)

x+ 
[
(x+ )2

] } 1
00

+ 3 ехр
4(t t)

и( ,to)
2(t to) о о

1

/
оо

{
х

[
(х  )2

]
Х +

[
(х +  )2

] }exp + exp х

2.JiF
о 2(t to) 4(t to) 2(t to) 4(t to)

00

х : u( ,to)d ; .h[ 2 / eXp( a)da]==

о

2М

V7r (t to)
) О.

to...... oo



Оопс,
д2

дх2 и(х, t) == О,

d'ou il s'ensuit

и(х, t) == Ul (х, t) и2(Х, t) == kx.

Оп reduit le cas n > 1 апх cas deja consideres (pour n pair аи cas n == О,

рош n impair au cas n == 1) еп derivant щ(х, t) и2(Х, t) par rapport а t.

Ainsi pour n == 2 nous considerons la fonction

д
v(x, t)

at
[щ (х, t) и2(Х, t)];

pour cette fonction qui verifie l'equation de la chaleur pour х > О et s'annule

рош х == о: v(O, t) == о, оп а l'inegalite

Iv(x, t)1 < 2М.

Si еНе est continue (c'est a direqu'elle п'а pas de discontinuite pour х == о),
nous sommes dans les conditions du cas n == о, et nous pouvons ecrire

д д
2

v(x, t) ==

at
(щ(х, t) и2(Х, t)) ==

дх2 (щ(х, t) и2(Х, t)) == о,

ой

щ (х, t) и2(Х, t) == kx.

Il nous reste donc de nous assurer que les derivees de la fonction v(x, t) par

rapport а t sont continues рош х == О.

C'est une consequence du 1 е m m е suivant:

L е m m е. Toutes les derivees d'une fonction и(х, t) continue роит х о,

verifiant l'equation de [а chaleUT роит х > О et qui s'annule роит х == о, sont

continues роит х == О.

Еп effet, considerons la fonction U(х, t) definie сотте il suit:

U(х, t) == и(х, t),

U( x,t) ==  и(x,t) (х о).

Nous allons montrer que cette fonction verifie l'equation de la chaleur,
аn аnu

се qui aura pour consequence que les derivees ax ==

ахn
sont continues

pour х == о.



Рош prouver que U(х, t) verifie l'equation de la chaleur, considerons la

bande  R х R, t to et envisageons la solution V(x, t) qui cotncide
ауес U(х, t) sur la frontiere de cette bande. Сотmе les conditions апх limites

verifient 1 'egalite

V(x, t) == V( x,t),

l'egalite V(x, t) == V( x,t) а Heu еп vertu du theoreme d'unicite рош toutes

les valeurs 'хl R, t to. Оопс,

V(O, t) == О == и(О, t).

Par consequent, оп а:

V(x, t) == и(х, t)

sur la frontiere de la bande О х R, t to; ces deux fonctions sont des

solutions de l'equation de la chaleur, d'ou il s'ensuit que

V(x, t) == и(х, t) (О х R, t to)

et сотте оп а:

V(x, t) == V( x,t),

оп obtient:

V(x, t) == U(х, t),

с. q. f. d.

Pour n == 3 оп а

aV д

at
==

at
(Щ (х, t) и2(Х, t)) == kx,

donc

щ(х, t) == и2(Х, t) + kxt + f(x);

le second membre etant uпе solution de l'equation de la chaleur, оп еп conclut:

х
з

щ(х, t) и2(Х, t) == x(kt + k1 ) + l'
k.

3.

Рош les autres valeurs de n la demonstration est entierement analogue.



8. Nous allons considerer dans се paragraphe le р r о Ь 1 е m е suivant 7):

Тrouver иnе fonction и(х, t) satisfaisant а l'equation

д2
и

дх2
==

ди

дt

definie роит х > О,  oo< t ::;;; to, connaissant ses valeurs и(х, to) == <р(х)
роит t > to.

Соmmе dans les problemes precedents les conditions de се probleme пе

determinent pas une solution unique. Еп effet, la fonction

3 5

и(х, t) == xH(t) +  !F{(t) +  !F{'(t) +...

remplit les conditions du probleme considere рош <р(х) == О, pourvu que la

fonction Fl (t) soit choisie сотте аи 9 1 (dans le cas actuel elle est definie рош

 oo< t ::;;; to).
Nous allons prouver qu 'il nе peut exister qu 'иnе seule solution qui ve:rifie les

conditions du ртоЫете et qui possede de plus иnе derivee дn;(х, t)
uniformeтent

хn

Ьоrnее роит х > О,  oo< t ::;;; to:

I дn   ,t) I < м.

Considerons d'abord le cas n == О. Admettons qu'il existe deux solutions

defiIlie::; pUUl' Х > О,  oo< t ::;;; to qui sont uniformement bornees dans се

domaine:

Iщ(х, t)1 < М, IU2(X, t)1 < М,

et qui coincident рош t == to:

щ(х, to) == и2(Х, to).

Leur difference

и(х, t) == Ul(X, t) и2(Х, t)

s'annule рош t == to et l'on а:

lu(x, t)1 < 2М.

7)Се probleme а une signification geophysique evidente.



Supposons que la fonction

и(О, t) == I-L(t)

est continue 8). Оп sait que

1

J
t

х

[
х
2

]v(x, t) ==

2 3 ехр
4( )

I-L(r)dr
у 1r

 oo(t т)
t r

est une solution de l'equation (1) qui est egale а I-L(t) рош х == о:

v(o,t) == I-L(t).

Оп а II-L(t) I < 2М, donc

t

2

J [
х2

]
xdr

Iv(x, t)1 2М. ехр
4()

3
У 1r t r

4(t т)"2' oo

00

== 2М. J exp( a2)da== 2М.
о

Еп vertu du theoreme demontre dans le 9 7 оп peut affirmer que l'on а:

1

J
t

х

[
х
2

]u(x,t) ==

2 3 ехр
4( )

I-L(r)dr.
уп (t r) t r

 oo

Ainsi nous obtenons (еп supposant to == о):

о

и(х,о) 2 1 ( :) ехр [ 4( T)] I'(T)dT О

8) Si и(О, t) n'existe рав, ои si еНе n'est рав continue, оп peut prendre pour J1-(t) la fonction
continue и(хо, t) (хо > О), et оп demontre par les memes arguments que dans le texte, qu'on
а и(х, t) == О pour х > хо. Le nombre хо etant aussi petit que l'on veut, il s'ensuit que

и(х, t) == О pour tout х > О.



х
2

1
Еп posant 4

== z et

( T)
== а, nous avons:

00

0== J ехр ( 2a)jL(a)da,
о

(
1

)1 /.L

Д(а) ==
а

.

2.Jff va

Еп vertu d'un theoreme de Lerch 9) оп peut affirmer que д(а) == О, donc

/.L(r) == О, d'ou оп conclut que v(x, t) == О, ои

щ (х, t) == и2(Х, t).

Si l'on suppose que les fonctions щ(х, t), и2(Х, t) пе sont pas bornees, mais

que leurs derivees d'ordre n sont bornees, еп s'appuyant sur les conclusions

precedentes оп voit que

anv(x, t) дn

v(x, t) ==

д
==

д
(щ(х, t) и2(Х, t)) == О,

Х
N

Х
N

parce que

Par consequent,

v(x,O) == <р(n)(х) <р(n)(х) == О.

v(x, t) == Щ (х, t) и2(Х, t)

est un роlупбmе de degre au plus egal а n, qui verifie l'equation de la chaleur.

Or, il est facile de voir que de tels роlупбmеs s'annulant рош t == О sont

identiquement nuls. Оопс,

щ (х, t) == и2(Х, t).

Поступило в редакцию 13 II 1935 r.

9) Lerch М. Sur un point de la theorie des fonctions generatrices d'Abel // Acta Mathema 
tica. 1903. V. 27. Р. 339 352;voir aussi Picard Й Le"ons sur quelques types simples
d'equations аих derivees partielles. Gauthier Villars,1927.



ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

А. Тихо'Нов (Мос'К',ва)

(Резюме)

в предлаrаемой статье мы занимаемся вопросами единственности

решения уравнения теплопроводности

д2
и ди

==

дх2 дt
(1)

для неоrраниченных областей изменения переменноrо х.

В 9 1 мы показываем, что решение уравнения (1), и(х, t), в области

 oo< х < +00, t о, не вполне определяется своими значениями

при t == о:

и(х, о) == <р(х).

Для этоrо мы строим пример решения уравнения (1), и(х, t), paBHoro нулю

при t == О :

и(х, о) == о,

которое, однако, не равно нулю тождественно.

Обыкновенно решение уравнения (1), и(х, t), определяется своими

начальными значениями <р(х) при помощи интеrрала Poisson'a

и(х, t) == Р(х, t),

rде

1
Р(х, t) ==

2уп
 oo

+00

J ехр [ (x /)2] <p( )d .
Математический сборник. 1935. Т. 42, N. 2. С. 215 216.Резюме на русском языке CTa 

тьи "Theorernes d'unicite pour l'equation de la chaleur изданной на французском языке: Ma 

тематический сборник. 1935. Т. 42, N. 2. С. 199 215. Издаётся при редакционном уча 

стии MOCKoBcKoro, Ленинrрадскоrо и Казанскоro математических обществ. Основан в 1866 r.

М. Л.:Управление университетов и научных учреждений Н.К.П., rосударственное объеди 
ненное научно--техническое издательство.



в 9 2, 3, 4 мы занимаемся вопросами о представимости данноrо решения

уравнения (1), и(х, t), в виде Р(х, t).

Мы доказываем следующие теоремы:
Те о р е м а. Если Р(х, t) сходится для хо, to, то ОН сходится для лю 

бъtх 3Ha"leHUU х, t, если О < t < to, и представляет решение уравнения

теnлоnроводности.

Те о р е м а. Если для двух решении щ(х, t), и2(Х, t) уравнения (1)

Ul(O, t) == и2(0, t),
д д

дх
щ(О, t) ==

дх
и2(0, t),

то

щ (х, t) == и2(Х, t).

Далее, мы устанавливаем необходимые и достаточные условия, кото--
а

рым должны удовлетворять и(О, t), ах и(О, t), для Toro, чтобы и(х, t) было
представимо в виде интеrрала Poisson'a.

Для возможности представить данное решение в виде интеrрала

Poisson'a можно указать и дpyroe условие (достаточное). Обозначим через

f(x) == тах и(х, t).
O t to

Т е о р е м а. Если существуют та'К:ие С и to, "lmo

f(x) .

ехр ( cx2) ) о;
х......+оо
x......... oo

то существует толъ'К:о одно решение уравнения (1), nрини.мающее задан 

ное 3Ha"leHue <р(х) при t == О : и(х, О) == <р(х).
Это решение дается в виде инте2рала Poisson'a.

В дополнение к этим теоремам показывается, что для любоrо Е: сущ!?

ствуют такие решения уравнения (1), которые не равны тождественно нулю,

но для которых и(х, О) == О и

лх) .

ехр ( x2+€) ) О.
х......+оо
x......... oo

Следующие параrрафы посвящены вопросам единственности для реше 

ний уравнения (1) для полупрямой х О.



в 9 6 мы занимаемся пер в о й к р а е в о й з а Д а чей: наити решение

уравнения теплопроводости по заданнъt,м,

и(х, О) == ср(х),

и(О, t) == J.t(t).

Для этой задачи получаются результаты, аналоrичные результатам,

полученным для бесконечной прямой  oo< х < +00.

Следующий 9 7 посвящен з а Д а ч е F о u r i е [: оnределитъ решение

уравнения теплопроводности и(х, t) в области х О, t >  ooпо заданнъt,м,

и(О, t) == J.t(t) (t >  oo)

(зада"lа «без на"lМЪНъtХ условии»).
Эта задача имеет не единственное решение, но если Ul(X, t) и и2(Х, t)

удовлетворяют условиям задачи и если

l
anU1

1 М
д

<
,

х
n

и '  ::21 < м,

то

u(x,t) == щ(х,t) U2(X,t)

является полиномом степени, не большей n, удовлетворяющим ypaB 
нению (1).

Последний 9 8 посвящен о б р а т н о й з а Д а ч е:

Оnределиrпъ ре:шен'uе уравнения теплопроводности в области х > О,
 oo< t to по заданнъl.М зна"lения.м и(х, to) == ср(х).
Мы показываем, что при дополнительном условии I ::: I < м эта задача

не может иметь более одноrо решения.



ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

А. Тихонов (Москва)

Проблема единственности решения уравнения теплопроводности

д
2
и

дх2

ди

дt
(1)

в неоrраниченной области изучена очень мало 1). В физике изучение явле 

ний теплопроводности на оrраниченных отрезках часто замещается иссле 

дованием решений на всей числовой прямой. Мы покажем (в 9 1), что в

последнем случае существует целый набор решений, удовлетворяющих за 

данным начальным условиям. Далее (в 9 2 и 9 5) мы установим некоторые

условия, которые определяют единственное решение уравнения теплопро 

водности. Параrрафы 9 3 и 9 4 посвящены изучению интеrрала Пуассона и

условиям, при которых решение уравнения теплопроводности может быть

представлено этим интеrралом.

В последующих параrрафах изучаются вопросы единственности для

уравнения теплопроводности для случая полупрямой. В 9 6 изучается пер 

вая краевая задача для случая полупрямой, Т.е. задача определения для

Перевод с французскоf'О (см. настоящий том) статьи Тychonoff А. Theoremes d'unicite рош

l'equation de la chaleur // Математический сборник. 1935. Т. 42, N' 2. С. 199 215.

Издаётся при редакционном участии MOCKOBCKOf'O, Ленннf'Ра,цскоf'О и КазанСКОf'О математиче.-

ских обществ. Основан в 1866 ['. М. Л.:Управление университетов и научных учреждениЙ

Н.К.П., rосударственное объединенное научнcrтехническое издательство.

l)см. заметку Леви Э. Э. ( Annali di Matematica, 1908), {'де доказано, что среди

решений уравнения теплопроводности, для которых выполнены условия

lu(x,t)1 < Ixln, 1 (x,t)1 < Ixln (Ixl > Ха, n постоянное число),

существует только одно, удовлетворяющее заданному начальному условию и(х, О) == <р(х)
(ср. с 9 5 настоящей работы).



t> to решения и(х, t) уравнения (1), удовлетворяющеrо условиям:

и(х, to) == <р(х),

и(t, О) == p(t),

О х < 00,

to t.

Выводы, к которым приходим В данном случае, аналоrичны тем, которые

мы получим в 99 1 5 для случая бесконечной прямой.

В 9 7 рассматривается задача Фурье (Fourier) «без начальных условий»,
В которой необходимо найти решение, удовлетворяющее только rраничному

условию

и(О, t) == p(t) ( oo< t).

Это условие не определяет единственноrо решения, но если предположить

также, что оrраничены производные порядка п по х :

l
дnи

!дхn
< М,

то оказывается, что разность двух решений, обладающих последним свой 

ством, является полиномом степени не больше п (удовлетворяющим ypaB 

нению теплопроводности; см. более подробно 9 7).
В 9 8 исследуется совершенно новая зада,ча теплопроводности. Мы

покажем, что решение и(х, t) уравнения теплопроводности, определённое
для х О,  oo< t to, полностью определяется своими значениями

аnи

при t == to, если, как и ранее, предположить, что производная a оrраниче 
х
n

на. Эта задача может быть названа .z:обратной задачей теплопроводности»;

тоrда как предыдущие задачи имели целью определить «температуру» В

«будущем» (при t to), «обратная задача» заключается в том, чтобы най 

ти «исторический ход» температуры, зная её значения для настоящеrо Bpe 

мени (при t == to). Следует заметить, что в этом случае нет необходимости
знать rраничные условия: они определены друrими условиями задачи.

1. В настоящем параrрафе строится решение и(х, t) уравнения тen 

лоnроводности
д2
и

дх2

ди

дt
(1)

в He02paHU"leHHoи области ( oo< х < +00), 'К:оторое. обращаясъ в нулъ

при t == О, и(х, О) == О, те.м не .менее не равно тождественно нулю.



Рассмотрим функцию

х
2

х
З

и(х, t) == F(t) + Х. Fl(t) +
2 '

. F'(t) +,
. F{(t) +,..

. 3.

х2n x2n+l ( )
.,.+ 

( ) ,.F(n)(t)+ ( )1
.Fln(t)+,.., (1)

2п . 2п + 1 .

которая представляет собой решение уравнения теплопроводности для шо--

бых функций F(t) и F1(t) при условиях, что ряд (1) сходится равномерно

и ero можно дифференцировать почленно по t. Если, кроме Toro, функции

F(t), Fl (t) обращаются в нуль со всеми своими производными при t == О, то

и(х, t) и есть искомая функция.
Покажем, что существуют функции F(t), Fl(t), обладающие этими

свойствами. С этой целью напомним, что любой возрастающей последо 

вательности положительных чисел Аn, такой что

00

1
< +00,

соответствуют, как известно 2), функции f (t), обладающие ПРОИ3ВОДНыми

всех порядков и такие, что

1) f(n) (О) == О,

2) If(n)(t)1 < Аn.

Положим

Аn == (kn)! 1 < k < 2.

Ряд
1 1 1

I: V'An
" I:

V(k;)'n
I:

( k; )k
является сходящимся, поскольку k > 1. Теперь выберем F(t), Fl(t) cpe 

ди функций, соответствующих последовательности Аn. Леrко видеть, что

ряд (1) и ряд, полученный дифференцированием ряда (1) по t, сходятся

равномерно, что и требовалось доказать.

2) См. Carleman. Les fonctions quasi analytiques. Gauthier Villars. 1926. Р. 63.



2. Докажем, что любое решение уравнения теплопроводности, onpe 

делённое в области  oo< х < +00, О < t, естъ 'Целая фУН'К:'Ция от х для

всех t > О, разложение 'К:оторой по стеnеня.м х имеет вид

х
2

х
3

и(х, t) == F(t) + xF1(t) +, F'(t) +, F{(t) +...
2. 3.

(1)

Действительно, в области  Rх :::; +R, t > to функция и(х, t) выража 
ется через значений и( R, t), и(+R, t), которые она принимает на прямых

х == i:.R, и через начальное значения и(х, to) следующим образом:

+R
1

J
1

[
(х  )2

]и(х, t) ==

2.JiF .fi
ехр

4t
и( ,to) +

 R

t

1

J
x+R

[
(X+R)2

]+
2.JiF (t T) 

ехр
4(t т)

111(T)dT+
to

1

J
t

х R

[
(х R)2

]+
2 r;; з ехр

4( )
112(T)dT, (2)

у7Т (t T) t T
to

при этом функции 111(t) и 112(t) связаны с функциями и( R,t), и(+R, t)
интеrральными уравнениями Вольтерра 3)

.

Из этоrо представления можно заключить, что и(х, t) есть rоломорфная
функция от х D области R < х < R. Поскольку R любая, из этоrо следует,

что и(х, t) есть целая функция от х:

х
2

х
3

и(х, t) == F(t) + xF1(t) +, F2 (t) +, Fз (t) +...
2. 3.

(3)

rде

F(t) == и(О, t),
ди

Fl (t) ==

дх
(О, t).

Формула (2) показывает также, что и(х, t) обладает производными всех

порядков по t, что доказывает, что разложение (3) совпадает с (1).

3)См. Goиrsat. Cours d'Analyse. Т. 111, ch. XXIX.



Из разложения (3) следует, что два решения уравнения теплопроводно 

сти, для которых

и(О, t) == иl (О, t) ,

ди дщ

дх
(О, t) ==

дх
(О, t) ,

тождественно равны.

Итак, данные задачи Коши обеспечивают единственность.

3. Решение уравнения теплопроводности, которое удовлетворяет за 

данным начальным условиям и(х, О) == <р(х), обычно определяют с помо 

щью интеrрала Пуассона:

и(х, t) == Р(х, t) ,

rде
+00

1

J
1

[
(x  )2

]Р(х, t) ==

2.Jff .fi
ехр

4t
<р(О d .

 oo

Чтобы доказать, что Р(х, t) удовлетворяет уравнению теплопроводности,

находят производные от Р(х, t), меняя порядок операций дифференциро--
вания и интеrрирования, что априори налаrает дополнительное условие на

функцию <р(х): вторая производная от Р(х, t) по х должна быть представ 

лена равномерно сходящимся интеrралом.

Покажем, что если для хо, to инте2рал Р(ХО, to) сходится, то Р(х, t)
сходится и удовлетворяет уравнению теплопроводности для всех пар

3Ha"leHuи х, t, (t < to).

Действительно, если интеrрал

+00

1

J
1

[
(хо  )2

]Р(хо, to) ==

2.Jff Y'tQ
ехр

4to
<p( )d1.

 oo

сходится, то интеrрал

2

M( )== J ехр [
(хо  )

] <p( )d 2.Jff Y'tQ 4to
о

является оrраниченной функцией от  .



По определению Р(х, t) есть предел при Т 00 интеrрала

+Т

J ех [
(хо  )2

] ( C ) dC ==

2.;:;r vt
Р

4t
ер '" '"

 T

+Т

1

J
1

[
(хо  )2

]==

r,:;; .

ехр ep(Od х
2у 7r У to 4to
 T

..;tO
[

e(to t) 2 (xto xot) + (x2to x6t)
]х

. fi. ехр
4

.

yt tto

Интеrрируя по частям и полаrая

(С )
..;tO

[
e(to t) 2 (xto xot) + (x2to x6t)

]w "', to, t, хо, х
. fi. ехр ,

у t 4tto

видим, что этот интеrрал равен

I
+T

J
+T

дw

M( )w( ,to, t, Хо, х)
 T

M( )
д 

d1..
 T

Функция w и все её производные по  ,х, t стремятся к О при  ,стремя 
щемся к бесконечности, как

ехр ( cе) (to t > О),

так что

'
+Т

lim M( )w( ,to, t, хо, х) == О.
T oo  T

Переходя к пределу для Т 00, таким образом получаем

+00

Р(х, t) == J M( ): w( ,to, t, хо, х) d ,

 oo

rде интеrрал в правой части равномерно сходится при t < to, х' :::; х :::; х",
(х' ,

х" произвольные).



Далее получаем:

+00

дР(х, t)
J

д2

дх
== M( )

д дx
w( ,to, t, хо, х) d1;"

 oo

так как интеrрал в правой части равномерно сходится.

С друrой стороны, имеем:

+Т

дР
== lim ( J M( )

д2
w

d1;,) ==

дх T oo д дx
 T

{
+Т

2

} ,!  МЮ 1:>2 1 ;;/: ехр [ (E tX) ] <РЮ 

и, так как подинтеrральная функция стремится к О, получаем:

+00
дР 1

J
х

[
(х  )2

]дх
==

2J1f 2 tЗ/2
ехр

4t
<Р(О d1;,.

 oo

82Р 8Р
Аналоrичное рассуждение доказывает, что

8х2 и
дt

также MorYT быть

вычислены дифференцированием Р(х, t) под знаком интеrрала (получен 
ные при этом интеrралы равномерно сходятся при t < to, х' х х");
отсюда следует, что Р(х, t) есть решение уравнения теплопроводности для

всех значений х и t при О < t < to.

Следует заметить, что для t == to возможны следующие случаи:

10. Интеrрал Р(х, to) расходится при всех х #- о и сходится при х == О.

20. Интеrрал Р(х, to) расходится при всех х > О (или х О) и сходится

при всех друrих х.

30. Интеrрал Р(х, to) расходится при всех х < О (или х О) и сходится

при всех друrих х.

40. Интеrрал P(x,to) расходится при всех х < а их> Ь (или х а и

х Ь) и сходится при всех друrих х.

Пер вый с л у чай наблюдается для

е
<Рl ( )==

1 +  4
.

ехр [ 4to ] ,



интеrрал

+00
1

J
1

[
 2 x+ х2

]Р(х, to) ==

2vтr VIfO
ехр

4to 1 +  4
d 

 oo

расходится при х i- о и сходится при х == О.

в т о рой с л у чай имеет место для

е I

[
е

о),<Р2(Х) ==

1 +  4
ехр [ 4to ] при   O(<P2( )== ехр

4to ],
<P2( )== О при  <O(<p (E)== о, < о),

интеrрал

00

Р х t J ех [
 2x + х2

]( , о)
2vтr VIfO

Р
4to 1 +  4

d1.
О

(F'(X,toJ 2 1 ехр [  2Xito+x2] )
о

сходится при всех х, удовлетворяющих неравенству х О (или х < о), и

расходится при х > О (или х о).

т р е т и й с л у чай реализуется, если взять <Рз ( )== <Р2 (  ).

С помощью функций <Р2 ( )И <рз ( )можно леrко построить пример функ 
ции <P4( ),для которой интеrрал Р(х, to) сходится только для значений х

из интервала (а, Ь) (исключая или включая концы), что доказывает воз 

можность с Л У Ч а я 40.

Э 4. Перейдем к условиям, при которых данное решение уравнения

теплопроводности, определённое в области  oo< х < +00, может быть

представлено интеrралом Пуассона (Poisson). Мы дадим два различных

ответа на этот вопрос.

С одной стороны, мы сформулируем условия, накладываемые на функ 

ции и(О, t) и aи  ,t)(условия Коши (Cauchy)), которые необходимы и дo 

статочны для Toro, чтобы и(х, t) было представлено интеrралом Пуассона.



с друrой стороны, мы установим (достаточные) условия, касающиеся по--

рядка возрастания по х решения, представленноrо интеrралом Пуассона, и

оrраничение, которое обеспечивает единственность решения.

Вернемся к первому условию. Поставим себе следующий вопрос: что

дР(О t)
можно сказать о Р(О, t) и дх' , если известно, что интеrрал Р(х, t) cxo 

дится при О < t < to? Элементарные преобразования дают:

+00
1

J
1 е

Р(О, t) ==

2.Ji .jt
ехр [ 4t ] <p( )d ==

 oo

00

== J ехр (
е

) [
<p( )+ <p(  )

] d ==.jt 4t 2.Jif
о

00

== :п J ехр ( f ) Ф1 (z) dz == :п ф 1 ( ) ;

о

дР(О, t)
дх

+00

1

J
е

2.Ji 2tЗ/2
ехр ( 4t ) <p( )d1. ==

 oo

1

tЗ/2

00

J ехр (  :) [
<p( )
4 (
  )

.  ]d1. ==

о

00

t 2J ехр ( f ) Ф2 (z) dz == t 2Ф2 ( ) , (1)
о

rде положено z == ;

./, ( ) ==
<p(2VZ) + <р( 2JZ)

.

'1/1 Z

2.Ji VZ'

Ф2(Z) ==
<p(2VZ) <р( 2VZ)

.2
4J7Т

(в частности Ф2(0) == О);



00

'111 (а) == J ехр ( аZ)Ф1(z)dz,
о

00

Ф2(а) == J ехр ( аZ)Ф2(z)dz,
о

Т.е. Ф1(а) и '112 (а) преобразования Лапласа непрерывных функций.
Таким образом приходим к в ы в о Д у.

Если решение уравнения теплопроводности -может быть представлено
инте2рало-м Пуассона Р(х, t) (при О < t < to), то необходи-мо, "lтобы

00

и(o, )'a i== J ехр( аZ)Ф1(z)dz,
о

00

д:и(o, )'a  == J ехр( аZ)Ф2(z)dz (Ф2(0) ==0),
о

т.е. они являются nреобразования.ми Лапласа 4) непрерывных фун'К:ций

Ф1(Z), Ф2(Z) (Ф2(0) == О), при это-м инте2рал'Ы сходятся при а >

to
Мы покажем, что эти условия та'К:же JocmamO"lH'bl.

Допустим, что

00

u(o, )a i== J ехр( аZ)Ф1(z)dz,
о

00

и (о,  )a  == J ехр( аZ)Ф2(z)dz,
о

rде интеrралы в правых частях сходятся при а > ао [Ф1(Z), Ф2(Z) непр!?

рывные, Ф2(0) == о].

4)0 всех вопросах, связанных с преобразованием Лапласа в вещественной области, см.

статью Widder D. V. The inversion of Laplace integral and the related moment probIem //
Тransactions of the American Mathematical Society. 1934. У. 36. Р. 107 200,['де

приведены условия, при которых функция вещественной переменной может быть преk
ставлена с помощью интеrрала Лапласа.



1
При этих условиях, заменяя а на и осуществляя затем обратное

t

преобразование к (1), получаем:
+00

1

J
1 е

и(О, t) ==

2.Jii .jt
ехр ( 4t ) cp( ) ,

 oo

+00

ди(О, t) 1

J (
е

)дх
==

2.Jii 2t3/2
ехр

4t
cp( ) ,

 oo

(2)

rде положено

 2 2  2

I
cp( )== j7r1Pl (4) + т1Р2 (4),

при О,
е 2 е

ср(  )== j7r1Pl (4) т
1Р2 (4),

1
а интеrралы сходятся при t < to ==  .

ао

Определённая таким образом функция 1P( ), очевидно, непрерывна.

Рассмотрим интеrрал

+00
1

J
1

[
(х  )2

]P(x,t) ==

2.Jii .jt
ехр

4t
cp( ) .

 oo

Соrласно 9 3 и формулам (2) этот интеrрал сходится при 0< t < to для про 

извольноrо значения х. Эта функция к тому же удовлетворяет уравнению

теплопроводности, и кроме Toro,

Р(О, t) == и(О, t),
д д

ax
P(O,t) ==

ax
u(O,t),

откуда, опираясь на теорему единственности из 9 2, приходим К выводу,

что и(х, t) == Р(х, t).

5. Мы уже сослались на теорему Леви, утверждающую, что если для

достаточно большоro х (х > хо)

lu(x,t)1 <х
n

, l u(x,t)1 <хn

,

rде n константа, то условие и(х, О) == О влечёт за собой равенство и(х, t) == О

при t > О.



Таким же способом мы докажем следующую теорему.

Т е о р е м а. Пустъ

f(x) == шах lu(x, t)l;
O t to

если и(х, t) решение уравнения теплопроводности и если существует

та'К:ая постоянная С, "lmo

f(x) .

ехр ( cx2) О

при х 00, равно 'К:а'К: и при х  oo,тО2да равенство и(х, О) == О npивo 

дит 'К: и(х, t) == О (0:( t :( to) 5).

Те о р е м а. Если 'Р(х) не равна тождественно НУЛЮ, то существу 

ет единственное решение уравнения теплопроводности, удовлетворяющее
условию nредЪtдущеu теоре.мЪt и на"lалъно.му условию и(х, О) == 'Р(х); 'К:ро.ме

тО20, это решение дае'тся инте2рало.м

+00

и(х, t) == 2 J ехр [
(х  /)2rp( )d .

 oo

Перейдем к Д о к а з а т е л ь с т в у теоремы.

Допустим, что и(х, О) == О и рассмотрим функцию

YТQ
[

(х + R)2
]

YТQ
[

(х R)2
]U(х, t) == f( R).

vi
ехр

4t
+ f(R).

vi
ехр

4t
;

эта функция удовлетворяет уравнению теплопроводности. Рассмотрим зна 

чения U(х, t) на полосе  R:( х :( R, 0:( t; на нижней rранице U(х, О) == О,
на rраницах х == ::1::.R имеем:

YТQ YТQ
U( R,t) f( R).

vi
 u( R,t)  f( R).

vi
  U( R,t),

YТQ YТQ
U(R, t) f(R).

vi
u(R, t) f(R).

vi
 U(R,t)

(при О :( t :( to).

5)Эта теорема также доказана совершенно друrим способом Пискуновым
(М. Piscounoff). Она может быть также доказана с помощью функции rрина (Green).



Функция U(х, t) разрывна в точках ( R,О) и (R, О), но очевидно, что

значения нижних пределов U( R,О) и U(R, О) равны нулю. Справедлива
следующая теорема.

т е о р е м а. Если Фун'К:v,ии U(х, t) и и(х, t) удовлетворяют уравнению

теплопроводности внутри nр.я.мОУ20лъни'К:а Ixl :( R, О :( t :( to, и если

на трёх сторонах t == О, х == x.R и.мее.м U(х, t) и(х, t) ,
то внутри

nря.м,ОУ20лъни'К:а и на е20 верхней стороне и.мее.М U(х, t) ;) и(х, t).
Действительно, на трёх упомянутых сторонах имеем:

v(x, t) == U(х, t) и(х, t) U(х, t) и(х, t) О.

Предположим, что V(Xl, t 1 ) ==  l< О (IXll < R, tl > О); рассмотрим функ 
цию V(x, t) == v(x, t) +k(t tl), k положительная константа, столь малая,

что минимум V(х, t) достиrается внутри прямоуrольника (k < t1l )' Пусть

(Х2, t2) точка, в которой достиrается этот минимум, тоrда имеем:

a2
V(X2, t2) a2

V(X2, t2)
О

дх2 дх2  ,
aV(X2, t2)

==
aV(X2, t2)

k О
at дt

+"',

a2
V(X2 t2) aV(X2 t2)

отсюда вытекает, что выражение
дх2

'

at' положительное. Но

a
2
V(X2 t2) aV(X2 t2)

с друrой стороны это выражение равно д2х' at' k ==  k;это

противоречие доказывает теорему.
6)

Поскольку решение уравнения теплопроводности не может достиrать

ни максимума, ни минимума внутри полосы, из предыдущих неравенств

получаем

U(х, t) и(х, t) О и(х, t) U(х, t)

при  R:( х :( R, to == О, 0:( t :( to , х
== x.R; следовательно,

{ f( R).

VfO
ехр [

 (x+ R)2
] + f(R) .

VfO
ехр [

 (x R)2
] }м м

и(х, t)

{
VfO

[
(х + R)2

]
VfO

[
(х R)2

] }[f( R).

ехр + f(R) .

ехр:;.--

4t 4t

в любом прямоуrольнике R :( х :( R, О :( t :( to.

б)см. Petrowsky 1. Zur ersten Randwertaufgabe der Wii.rrneleitung // Cornpositio
Mathernatica. 1935. V. 1. S. 387.



1
Выберем t настолько малое, что

4t
> С, и устремим R к бесконечно--

сти; в пределе левая и правая части неравенства обратятся в нуль, так что

и(х, t) == О

1 1 1
при О :( t :(

4С
' Повторяя то же рассуждение для полосы

4С
:( t :( 2.

4С
и так далее, приходим, наконец, к выводу, что и(х, t) == О в любой полосе

U :( t :( to. Очевидно, отсюда вытекает следующее

С л е Д с т в и е. Два решения Щ (х, t), и2(Х, t), удовлетворяющие услови 

.ям теоре.мъt и та'К:ие, "lmo Щ (х, О) == и2(Х, О) == 'Р(х), совпадают для всех

ЗНД"lен.ии t:

щ (х, t) == и2(Х, t).

Покажем теперь, что если 'Р(х) =1= О, то решение и(х, t), равное 'Р(х) при

t == О и удовлетворяющее предыдущему условию, представимо интеrралом

Пуассона:

+00

1

J
1

[
(х  )2

]и(х, t) == Р(х, t) ==

2J7r v't
ехр

4t
'p( ) .

 oo

Действительно, если функция и(х, t) [и(х, О) == 'Р(х)] удовлетворяет

условию

f(x) .

ехр ( cx2) ) О,
х......+оо
x......... oo

то для любоrо положительноrо с можно найти достаточно большое число

Х такое, что

Irp(x)1 < с ехр (сх
2

) при Ixl > х.

Тоrда полаrая

А(с) == тах Irp(x)1
 x::::;x::::;x

имеем для любоrо значения х:

'и(х, 0)1 == Irp(x)1 < А(с) + с ехр (сх
2
).

Рассмотрим теперь интеrрал

+00
1

J
1

[
(х  )2

]Р(х, t) ==

2J7r v't
ехр

4t
'p( ) ;

 oo



имеем:

+00

1

/
1

[
(х  )2

]IP(X, t)1 :(
2J7f 2..fi

ехр
4t [А (с) + с ехр (се)] ==

 oo

+00 +00

==
А(с)

/ exp( Q2)dQ+ / ехр [
(е 2x +х2) 4tce

] ==

J7f 2..,fi 4t..fi
 oo  oo

с

== А(с)+
2J7f /

+00

ех {
[ Yl 4tC

yl мс]2
} ех (

сх2
) d(: ==р

4t
Р

1 4tC
..

 oo

с

(
сх2

)==Ас + ех()
уl 4tC

Р
1 4tC (при t < 4 )'

Если положить

с
С1 ==

1 4Ct1

Р(х) == шах Р(х, t) (t 1 < 4 )'O::::;t::::;tl

и

то имеем:

F(x) .

ехр ( C1x2):( А(с) .

ехр ( C1x2)+
с

С
'

1 4t1

друrими словами

Р(х) .

ехр ( C1x2) I о;
х......+оо
x......... oo

поскольку и(х, о) == Р(х, о), то можно утверждать, что

и(х, t) == Р(х, t)

при О :( t :( min (to, 4 ) .

в заключение укажем, что среди решении, nостроенних в 9 1 и обраща 
ющихся в нулъ при t == О : и(х, о) == о, НО не равнъtх нулю тождественно:

и(х, t) ф- о, для люБО20 с .можно наити та'К:ое решение, "lmo:

f(x) == тах lu(x, t)1 < ехр (х
2
+"}



Пусть действительно P(t) функция, обращающаяся в нуль при t == О

вместе со всеми производными; пусть к тому же

IP(n) (t)1 < [kn]!

(как обычно [kn] обозначает наибольшее целое, не превосходящее kn); мы
обозначим через [kn]* самое наименьшее целое, превосходящее kn или paB 

ное ему (так что либо [kn] == [kn]*, либо [kn]* == [kn] + 1).
Рассмотрим функцию

2 4 2n

и(х, t) == P(t) +;. P'(t) +;. P"(t) +... +
(

Х

) , p(n)(t) +...;
2. 4. 2n .

имеем:

f(x) == шах lu(x, t)1
O::::;t<oo

00

х2n x2n[kn]! х2n

(2n)!
IP(n)(t)1 L (2n)! L [(2 k)n]*!

Если

[(2 k) . n]* == т, то (2 k) . n т,

т
и n 

2 k
'

Из этоrо следует, что при х 1

2т

х
2n , Х 2=7ё

L [(2 k) . n]*! L т!
'

rде индекс
'

указывает, что во второй сумме каждому т COOTBeT 

ствуют столько слаrаемых, сколько существует целых n, для которых

[(2 k) . n]* == т. Очевидно, если

[(2 k) . n]* == [(2 k) . (n + 1)]* ==
. .. == [(2 k) . (n + 1)]* == т,

[(2 k) . (n 1)] < т < [(2 k) . (n + l + 1)]*,

число l равно либо [ 2 k ] либо [ 2 k ] *. Итак,

L'
2
m

x 

т! [2 k]*L
2
m

x 

т!
== [ 2 k ]

*

ехр (x ).



Для любоrо фиксированноrо значения 1:: выберем k такое, что

2
0<

2 k<2+1::,

или, иначе rоворя, такое, что

1::
1 < k < 2 < 2.

2+1::

с таким выбором k при достаточно больших х:

f(x) == шах lu(x,t)1 < ехр (х2+Е ) ,

O::::;t<oo

что и требовалось доказать.

6. Перейдем к изучению вопросов единственности в случае полупря 

мой. Можно поставить следующие з а Д а ч и:

Наити Фун'К:цию и(х, t), неnрерЪtвную при х ?= О, t > О, удовлетворяю 
щую уравнению теплопроводности при х > О, t > О и та'К:ую, "lmo

а) и(х, О) == 'Р(х),
Ь1 ) и(О, t) == J.ll (t)

( пер в а я к р а е в а я з а Д а ч а).

Условие Ь1 ) может бъtтъ заме'Нено 'На

д
Ь2 )

дх
и(О, t) == J.l2(t)

( в т о р а я к р а е в а я з а Д а ч а) или на

д
ьз )

дх
и(О, t) == h(u(O, t) J.lз(t)) (h > О)

(третья краевая задача).

Изучение второй и третьей задачи совершенно аналоrично первой, так

что в последующем изложении мы их опускаем.

Можно также поставить «задачу без начальных условий» (з а Д а ч а

Фурье):

Наити непрерывную Фун'К:цию в области х О, t >  oo,удовлетво 
ряющую уравнению теплопроводности для х > О и для люБО20 зна"lения t

и nринимающую зна"lение J.ll (t) при х == О.

Наконец, в 9 8 мы рассмотрим новую задачу.

Вернемся к пер в о й к р а е в о й з а Д а ч е. Леrко видеть, что реше 

'Ние этой задачи не определено этими условuя.ми од1iозна"l'НО.



Действительно, выбирая функцию F1 (t), как в 9 1, и полаrая

3 5

и(х, t) 0== xFl (t) +  !F{ (t) +  !F{' (х) + ...
,

получаем решение первой краевой задачи, удовлетворяющее условиям

и(х, О) == 'р(Х) == О, J.l(0, t) == J.l(t) == О,

которые в то же время не равны тождественно нулю.

Чтобы получить единственное решение, нужно добавить дополнитель 

ные условия, аналоrичные тем, которые были в 9 5:

1. Если для

f(x) == тах и(х, t)
O::::;t::::;to

вътолняется

J(x) .

ехр ( cx2) O,
х......оо

то из условии и(х, О) == О, и(О, t) == О следуеm, "lmo

и(х, t) == О (t::::;; to).

П. Решение и(х, t), удовлетворяющее условию

J(x) .

ехр ( cx2) О,
х......оо

въtражается "lерез свои зна"lенuя при t == О, х > О и при х == О, t > О

следующим образом:

1

J
t

х

[
х
2

]и(х, t) ==

2 r::;; з ехр

4( )
J.l(r)dr +

y7r
о (t r)'Z

t r

00

+ 2 J { ехр [ 
(х  /)2] ехр [ 

(х :/)2 ] } rp( )d ,
о

2де uнте2ралъt сходятся.



7. Рассмотрим теперь з а Д а чу Фур ь е, а именно:

Наити непрерывную фун'К:цию в области х О, t >  oo,удовлетворяю 
щую уравнению теплопроводности при х > О для всех зна"lении t и равную

J.Ll(t) nрих==О.

Условия этой задачи, как и условия предыдущей, не определяют един 

ственное решение.

Действительно, если ряд

3 5

и(х, t) == xF1 (t) +  !F{(t) +  !F{'(t) +...

сходится, то функция и(х, t) есть решение задачи Фурье, удовлетворяющее

условию и(О, t) == О (t >  oo).Выбирая F1 (t) в виде полиномов степени

0,1,2,..., получаем полиномы:

ио(х, t) == kx,

х
3

щ(х, t) == (k1 t + k)x + 3т
k1 ,

которые удовлетворяют уравнению теплопроводности и условию

ип(О, t) == О (при t >  oo).

Теперь покажем, что если Щ (х, t), и2(Х, t) Henpep'btBH'bt при х О,
t >  oo,и удовлетворяют уравнению теплопроводности при х > О,

t >  oo,и если их nроизводН'Ьtе по х nоряд'К:а n равно,м,ерно 02paHU"leHN

l
anU1

1 l
anU2

1(т.е. дхn
< М,

дхn
< М), то из условия

Щ (О, t) == и2(0, t)

следует, "lmo

и(х, t) == щ(х, t) и2(Х, t)
естъ nолино,м" стеnенъ 'К:отОрО20 не nревосходит n (естественно, он

тоже является решение,м, уравнения теплопроводности).
Перейдём к Д о к а з а т е л ь с т в у. Рассмотрим сначала случай n == О.

Покажем, что из условий

Iщ(х, t)1 < М, IU2(X, t)1 < М, щ(О, t) == и2(0, t)

следует, что

щ (х, t) == и2(Х, t).



Действительно, функция и(х, t) == щ(х, t) и2(Х, t) равномерно orpa 

ничена: lu(x, t)1 < 2М и удовлетворяет, кроме Toro, условию и(О, t) == О.

в силу выводов 9 6 для любой пары х > О, t > to имеем:

и(х, t) ==

1

/
00

1

{ [
(х  )2

]==

2.,fii v't to
ехр

4(t to)
о

[
(х +  )2

] }ехр
4(t to)

и( ,to) .

Положим в этой формуле х и t фиксированными и устремим to к  oo;

получим:

lu(x, t)1 :(

:< lim
2М

/
00

{ ехр [
(х  )2

]'"

to...... oo .,fii 4(t to)
о

lim
2М

{ /
00

ехр ( o?)da
to...... oo ..;тr

х

,/t to

[
(х +  )2

] }
d 

ехр
4(t to ) 2 v't to

] ехр ( "2)d,,}х

2v't to

х

2v't to

.
4М

/11т ехр ( a2)da== О,
to...... 00 ..;тr

о

что и требовалось доказать.

Для n == 1 мы покажем, что из условий

I  :11 < м, I  :21 < М, щ(О, t) == и2(0, t)

следует

и1(Х, t) == и2(Х, t) + kx,

Iде k константа. Как и в предыдущем случае, имеем

и(х, t) ==

1

/
00

1

{ [
(х  )2

] [
(х +  )2

] }==

2..;тr vт=тo
ехр

4(t to)
ехр

4(t to)
и( ,to)d .

о



Рассмотрим

ди д2
и

Bt дх2

2 7:;, [ { ехр [   t ] ехр [   t ] }] и( ,to)d<.
о

Интеrрируя по частям, получаем:

I
д2и

I ==

дх2

1

{
х

[
(х  )2

]exp +
2y'1r 2(t to) 4(t to)

х +

[
(х +  )2

] } 1
00

+ 3 ехр
4(t t )

и( ,to)
2(t to) 2 О О

1

J
OO

{
х

[
(х  )2

]
Х +

[
(х +  )2

] }ехр + ехр х

2y'1r
о 2(t to) 4(t to) 2(t to) 4(t to)

00

х ;и( ,to)d€ . [ 2 J ехр ( O:)dO:] ==

о

2М

V7r (t to)
1 0.

to  oo

Итак,
д2

дх2 и(х, t) == О,

откуда следует

и(х, t) == щ(х, t) и2(Х, t) == kx.

Случай n > 1 сводится к уже рассмотренным случаям (для n чётных

к случаю n == О, для n нечётных к случаю n == 1), дифференцирование1\!
Щ (х, t) и2(Х, t) по t.

Так, для n == 2 рассмотрим функцию

д
v(x, t) ==

Bt
[щ (х, t) и2(Х, t)].



Для этой функции, удовлетворяющей уравнению теплопроводности при

х > О и обращающейся в нуль при х == о: v(O, t) == О, имеем неравенство

Iv(x, t)1 < 2М.

Если она непрерывна (т.е. не имеет разрыва при х == О), то находимся

в условиях случая n == О и можем записать

8 82
v(x, t) ==

дt
(щ(х, t) и2(Х, t)) ==

8х2 (щ(х, t) и2(Х, t)) == О,

или

иl(Х, t) и2(Х, t) == kx.

Таким образом, остается лишь убедиться, что производные функции v(x, t)
по t непрерывны при х == О. Это вытекает из следующей леммы:

Л е м м а. Все nроизводНЪtе фун'К:ции и(х, t), неnреръtвной для х О, yдo 
влетворяющей уравнению теплопроводности при х > О и обращающейся в

нулъ при х == О, неnреръtвнъt при х == О.

Действительно, рассмотрим функцию U(х, t), определенную следуIo--

щим образом:

U(х, t) == и(х, t),

U( x,t) ==  и(x,t) (х о).

Докажем, что эта функция удовлетворяет уравнению теплопроводно--
дnи дnU

сти, откуда будет сл довать,что производные дхn
==

дхn непрерывны

при х == О.

ДЛЯ Toro, чтобы доказать, что U(х, t) удовлетворяет уравнению тепло--

проводности, рассмотрим полосу R (; х (; R, t to и решение V (х, t),
которое совпадает с U(х, t) на rранице этой полосы. Так как краевые усло--

вия удовлетворяют равенству

V(x, t) == V( x,t),

это же равенство V(x, t) == V( x,t), в силу теоремы единственности,

имеет место для всех значений 'хl (; R, t to. Итак,

V(O, t) == о == и(О, t).



Как следствие, имеем:

V(x, t) == и(х, t)

на rранице полосы 0(; х (; R, t to; эти две функции являются решениями

уравнения теплопроводности, откуда следует, что

V(x, t) == и(х, t) (О (; х (; R, t to)

и поскольку

V(x, t) == V( x,t),

получаем:

V(x, t) == U(х, t),

что и требовалось доказать.

Для n == 3 имеем

BV д

дt
==

дt
(щ (х, t) и2 (х, t)) == kx,

следовательно,

щ (х, t) == и2 (х, t) + kxt + f(х);

поскольку правая часть является решением уравнения теплопроводности,

то отсюда заключаем:

х
3

щ(х, t) и2(Х, t) == x(kt + k1 ) + зт
k.

Для друrих значений n доказательство полностью аналоrично.

8. В этом параrрафе рассмотрим следующую з а Д а ч у 7):

Найти фун'К:'Цию и(х, t), удовлетворяющую уравнению

д
2
и ди

дх2 дt
'

оnределённую при х > О,  oo< t (; to, если известНЪL её зна"lения

и(х, to) == 'Р(Х) при t> to.

Как и в предыдущих задачах, условия этой задачи не определяют един 

ственное решение.

7) Эта задача имеет очевидное rеофизическое значение.



Действительно, функция
3 5

и(х, t) == ХРl (t) +
Х

З 1 Р{ (t) + :; F{'(t) + . ..

. 5.

удовлетворяет условиям задачи при 'Р(х) == О, лишь бы функция Fl(t) была

выбрана, как в 9 1 (в данном случае она определена при  oo< t to).

Докажем, что .может существоватъ толъ'К:о одно решение, 'К:oтo 

рое удовлетворя,ет условия.м :ида"l1J, 11. 'К:ро.ме тО20 обладает производнои
дnи(х t)
дхn

'

,равно.мерно 02paHи"leHHOU при х > О,  oo< t to:

I дn  :,t) I < М.

Рассмотрим сначала случай n == О. Допустим, что существуют два pe 

шения, определённые при х > О,  oo< t to, которые равномерно orpa 

ничены в этой области:

Iщ(х, t)1 < М, lи2(X, t)1 < М

и которые совпадают при t == to :

щ (х, to) == и2(Х, to).

Их разность

и(х, t) == щ(х, t) и2(Х, t)

обращается в нуль при t == to и имеем

'и(х, t)1 < 2М.

Предположим, что функция

и(О, t) ==  l(t)

непрерывна 8). Известно, что

1

J
t

х

[
х
2

]v(x, t) ==

2 r,;; 3 ехр

( )
J..L(r)dr

y1r (t r)2 4t r
 oo

является решением уравнения (1), которое равно J..L(t) при х == о:

v(O, t) == J..L(t).

В)Если и(О, t) не существует, или если она не непрерывна, можно взять в качестве

/l-(t) непрерывную функцию и(хо, t) (Хо > О) и показать теми же рассуждениями, что и

в предыдущем тексте, что и(х, t) == О при Х > Хо. Так как число Хо сколь уrодно мало,

из этоrо следует, что и(х, t) == О для любоrо Х > О.



Поскольку If.l(t) I < 2М, то

t

2

J [
х2

]
xdr

Iv(x, t)1 (; 2М.
r,;; ехр

()
3

y1r oo
4t r

4(t r)2
00

== 2М. J exp( a2)da== 2М.
о

в силу теоремы, доказанной в 9 7, можно утверждать, что

1

J
t

х

[
х
2

]и(x,t) ==

2 r,;; 3 ехр
( )

f.l(r)dr.
y1r (t r)2 4 t r

 oo

Таким образом получаем (полаrая to == О):

о

и(х, О) 2 1 ( :) ехр [ 4(:Т) ] I'(T)dT О

х
2

1

Полаrая
4

== z и

( T)
== а, имеем:

00

0== J ехр ( 2a)p,(a)da,
о

(
1

)1 f.l

р,(а) ==
а

.

2.../ff va

в силу теоремы Лерха 9) можно утверждать, что р,(а) == О, следователь 
но, f.l(r) == О, откуда заключаем, что v(x, t) == О или

ut (х, t) == и2(Х, t).

9) Lerch М. Sur un point de !а theorie des fonctions generatrices d'Abe! // Acta Matherna 
tica. 1903. У. 27. Р. 339 352.См. также Picaтd Е. Lecons sur que!ques types sirnp!es
d'equations aux derivees partielles. Ga\lthier Villars, 1927.



Если предположить, что функции Ul(X, t), и2(Х, t) не оrраничены, но их

производные порядка n оrраничены, то, опираясь на предыдущие выводы,

видим, что

anv(x, t) аn

v(x,t)==
а

== 

a
(Ul(X,t) и2(X,t))==0,

х
n

х
n

потому что

v(x,O) == 'Р(n)(х) 'Р(n)(х) == О.

Следовательно,

v(x, t) == ul (х, t) и2(Х, t)

есть полином степени не выше n, который удовлетворяет уравнению тепло 

проводности. Однако леrко видеть, что такие полиномы, равные нулю при

t == О, равны нулю тождественно.

Итак,
ul (х, t) == и2(Х, t).

Поступило в редакцию 13/П 1935 r.



ОБ УРАВНЕНИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
ДЛЯ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

А. Н. Тихонов

в предлаrаемой статье изучаются некоторые вопросы, связанные

с первой краевой задачей для уравнения теплопро 
в о Д н о с т и.

В 9 1 нами рассматривается вопрос, для KaKoro типа областей разреши 

ма эта задача. Установим следующие определения.

Будем называть о б л а с т ь (б Ф у н Д а м е н т а л ь н о й о б л а с т ь ю

Д л я у р а в н е н и я т е п л о про в о Д н о с т и, если для нее разрешима

первая краевая задача, т. е. если для любых непрерывных функций: ф(Р),
заданной на (б ,

и 'Р(Р, t), заданной на rранице С этой области (б для t О,

удовлетворяющих условию ф(Р) == 'Р(Р, О) (на С), существует непрерывная

функция и(Р, t), удовлетворяющая уравнению теплопроводности

ди ==

ди
(для Р С (б, t > О)

Bt

и условиям

и(Р, О) == ф(Р) (для Ре (б == (б + С),

и(Р, t) == 'Р(Р, t) (для Р С С, t о).

Аналоrично будем называть область (б фундаментальной областью для

уравнения

Ди ).,и == О,

если для любой непрерывной функции 'р(Р), заданной на rранице этой

области, существует такая непрерывная на (б функция v(P), которая

удовлетворяет уравнению внутри области и обращается в заданную

функцию на С.

Бюллетень MOCKOBCKoro rосударственноrо университета. Секция А. Математика и механика

/ Под редакцией В. в. rолубева, А. Н. Колмоrорова и Л. А. Тумаркина. Москва: rонти,

Редакция технико--теоретической литературы. 1938. Т. 1, вып. 9. С. 1 45.



Целью этоrо параrрафа является доказательство следующих теорем.

т е о р е м а 1. Вся'К:ая 02рани"lеююя областъ, Фунда.менталъная для

уравнения теплопроводности, является та'К:Же Фунда.менталъной обла 

стъю для урав'Нения Лапласа.

т е о р е м а 2. Вся'К:ая Фунда.менталъ'Ная областъ для уравнений

Ди Ли == О при не'К:оторо.м Л О

является та'К:Же Фунда.менталъной областъю для уравнений

Ди Аи == О при любо.м А О.

т е о р е м а 3. Вся'К:ая областъ, фу'Нда.менталъная для уравнений

Ди Аи == О при любо.м А, болъше.м не'К:отОрО20 Ао,

является Фунда.менталъной для уравнения теплопроводности.

В 9 2 рассматривается первая краевая задача в несколько расширенной

формулировке и доказывается единственность решения этой задачи. В этом

параrрафе доказывается следующая

т е о р е м а. Дана 02рани"lенная областъ Q; с 2раницей е и даныl две

неnрерыlнъlеe 02рани"lенныle Фун'К:ции: 'IjJ(Р) , определенная для Р е Iб,

и 'Р(Р, t), определенная для Р е е, t > О. Существует не более oд 

ной равно.меРНО О2рани"lеннойФун'К:ции и(Р, t), удовлетворяющей ypaвHe 

нию теплопроводности

ди ==
ди

Bt

для тО"lе'К: Р е Q; и t > О и условия.м

и(Р, О) == 'IjJ(Р)

и(Р, t) == 'Р(Р, t)

(для Ре Iб),

(для Рее, t>O).

в этой задаче предположение, что задаваемые функции совпадают на

е при t == о: 'Р(Р, О) == 'IjJ(Р) (для Р е е), заменяется условием оrраничен 

ности функции и(Р, t). Без этоro последнеrо условия теорема была бы не

верна, как то выясняется на примерах.

В 9 3 строится функция rрина G(P,t;P',T) для первой краевой задачи

уравнения теплопроводности для некоторой области Q; при единственном



предположении, что эта область является фундаментальной. Относительно
этой функции устанавливаются следующие свойства ее.

Те о р е м а 1. ДЛЯ любой 02рани"lенной Фун'К:'Ции ф(Р), оnределеюtOй
и непрерывной на (б, Фун'К:'Ция

П(Р, t) == JJJ С(Р, t; Р', т)ф(Р') dUJ' (t > to)
18

является 02рани"lенной фун'К:'Цией, удовлетворяющей уравнению теnлоnро 

водности для Р е (б и t > to и условиям

П(Р, to) == ф(Р)

П(Р, t) == о

(для Р е (б),

(для Ре С, t>O).

Из этой теоремы нетрудно вывести следствие, что, если некоторая об.-

ласть является фундаментальной для первой краевой задачи уравнения

теплопроводности, то для этой области разрешима эта задача и в расши 

ренной постановке, единственность решения которой доказывает 9 2.

Далее, доказывается, что для фундаментальных областей также разр!?

шимо неоднородное уравнение теплопроводности.

Т е о р е м а 2. Если 02рани"lенная Фун'К:'Ция 7r(P, t), определенная и

неnреръtвная для Р е (б, t > to, удовлетворяет внутри области условию

HOlder'a, то

t

V(P, t) == J dT{jJJ С(Р, t; Р', T)-lI-(Р', т) duJ,}
to

является неnреръtвной фун'К:цией, удовлетворяющей уравнению

Bv
Llv == 7r (P t)

Bt
'

для любъtХ Р е (б и t > О и условиям

V(P, О) == О

V(P, t) == О

(для Ре (б ),

(для Р е С, t о).



Факт существования функции, обладающей перечисленными в этой Teo 

реме свойствами, является простым следствием предположения о фунда 
ментальной области Iб. Но та форма, которая придается в теореме этой

функции, весьма удобна для приложений.

Наконец, в последней теореме устанавливается соотношение между

функцией rрина для уравнения теплопроводности и уравнения Лапласа.

Последний 9 [4] посвящен изучению аналитической формы функций
rрина для поверхностей типа Ляпунова. При этом рассматривается не

только функция rрина для первой краевой задачи, но также и для второй

краевой задачи, и устанавливаются некоторые оценки, касающиеся зна 

чений функций на поверхности изучаемой области, полезные для прило--

жений.

 1

Целью настоящеrо параrрафа является доказательство следующих

теорем.

т е о р е м а 1. Вся'К:ая 02рани"lенная область, фундаментальная для

уравнения теплопроводности, является та'К:же фундаментальной обла 

стью для уравнения Лапласа.

т е о р е м а 2. Вся'К:ая фунДаментальная область для уравнений

Ди Ли == О при не'К:отором Л О

является та'К:же фундаментальной областью для уравнений

Ди Ли == О при любом Л О. [1]

т е о р е м а 3. Вся'К:ая область, фундаментальная для уравнений

Ди Ли == О при любом Л, большем не'К:отОрО20 Ло ,

является фундаментальной для уравнения теплопроводности.

Доказательство теоремы 1.

Как известно, не может существовать более одноrо непрерывноrо реше 

ния уравнения теплопроводности, и(Р, t), удовлетворяющеrо условиям

и(Р, О) == ф(Р)

и(Р, t) == <р(Р, t)

(Р с Iб ),

(Р с С, t О),



rде ф(Р) и r.p(P, t) заданные непрерывные функции, для которых

ф(Р) == r.p(P, О) дЛЯ Рее.

Отметим, кроме Toro, что если две непрерывные функции Щ (Р, t)
и и2(Р, t) удовлетворяют уравнению теплопроводности и

щ (Р, О) и2(Р, О)

щ(Р, t) и2(Р, t)

(для всех Ре ),

(для всех Р С С, t О),

то и

щ (Р, t) и2(Р, t) (для всех Р С , t> О) [2].

л е м м а 1. Если не'К:оторая фУН'К:ЦUЯ щ(Р, t) непрерывна в области

при t О, удовлетворяет уравнению теплопроводности для Р с и t > О

и условию

и(Р, t) == О (для Р С С, t to О),

то

lim и(Р, t) == О (равномерно),
t oo

'К:а'К:овы бы ни были зна"lения и(Р, t) для t to.

Действительно, пусть lu(P, to)1 < N и пусть R диаметр области  .

Опишем шар радиуса R BOKpyr некоторой точки Ро области так, чтобы

лежала внутри этоrо шара.

Рассмотрим интеrрал

и2(Р, t) == П(Р, t) ==

N

J
271"

J
71"

J
R

1

[ r p' ]
2 .

==

(2y'7r)3 (t to)3/2
ехр

4(t to)
r
рр'

sш О dr dO dr.p,

о о о

поместив в рассматриваемую точку начало координат, причем r
рр' pac 

стояние от некоторой точки Р ДО точки Р', координаты которой являются

переменными интеrрации.

Эта функция непрерывна в точках при t to, удовлетворя 

ет уравнению теплопроводности внутри области, положительна на С и

и2(Р, to) == N [3] (для Ре ).



Следовательно, в силу сделанноrо ранее замечания,

R
N

J [
т2

]
т2 dr

Iщ(Ро , t)1
(2J7[)3

.471" ехр
4(t to) J(t tо)з

==

о

4
==N. 

J7[

R

2v't to

J ехр ( a2)a2da
о

(t to).

Правая часть не зависит от положения РО и стремится к О при t 00,

что и доказывает лемму.

Л е м м а 2. Если Фун'К:ция и(Р, t) непрерывна на == + с при t о,
Фунда.менталъная областъ для уравнения

ди
Ди ==

at
'

удовлетворяет внутри при t > О уравнению теплопроводности, равна

О при t == о: и(Р,О) == о, принимает на С зна"lения <p(P,t), непрерывно

дифференцируе.мые по t, npU"le.м

д<р
дi(P, о) == о,

то существует nроизводная

ди

дt (Р, t) == Ul(P, t) для всех значений Р С и t о,

являющаяся непрерывной фун'К:цией, удовлетворяющей уравнению теnло 

проводности, для 'К:оторой

Ul(P,o) ==0

(Р )
д<р(Р, t)

Ul ,
t

at

(при Р с ),

(при Р с С, t о).

Действительно, рассмотрим функцию щ(Р, t), удовлетворяющую усло 

виям, сформулированным в лемме 2; такая функция существует в силу

предположения о фундаментальности области  .



Рассмотрим, далее, функцию

t

и(Р,t) == J щ(Р,т)dт.
О

Очевидно, что

t t

ди

J J(
дщ

)Ди 
at

== Дщ(Р,т)dт щ(Р,t)== Дщ 
дт

dT==O

О О

t

(дифференцирование Д J щ(Р, т) dT под знаком интеrрала здесь закон 

о

но, так как нетрудно убедиться, что оператор Дщ (Р, t) непрерывен

при t == О [4]) И что

и(Р, О) == О (Р с ),

t

и(Р, t) == J dT == rp(P, t) (Р с С, t О).
о

В силу теоремы единственности и(Р, t) == и(Р, t), т. е.

(Р )
ди(Р, t)

иl ,
t

дt
'

чем и доказывается лемма 2.

Теорема 1 является непосредственным следствием этих двух лемм.

Действительно, нам надо показать, что для любой непрерывной функ 

ции rp(P), заданной на контуре С, существует непрерывная функция v(P),
удовлетворяющая уравнению Лапласа и принимающая данные значения на

контуре.

Пусть же нам задана некоторая функция rp(P). Рассмотрим функцию

rp(P, t), определенную для Р С С и для О t < 00, полаrая rp(P, t) == rp(P)
для t 1, rp(P, О) == О, а для значений О t 1 как нибудьинтерполируя,

но так, чтобы д<рС;:, t) была непрерывной функцией, обращающейся в нуль

при t == О, например, полаrая

rp(P, t) == rp(P)(3t
2

2t
3
) для О t 1,



и рассмотрим непрерывное решение уравнения теплопроводности, и(Р, t),
удовлетворяющее условиям

и(Р, О) == О

и(Р, t) == r.p(P, t)

(Р с (5 ),

(Р с С, t О).

Покажем, что и(Р, t) равномерно сходится к некоторой функции v(P),
коrда t 00, т. е. каково бы то ни было с:, существует такое Т(с:), что для

любоrо t > Т(с:) и любоrо t > О

lu(P, t) и(Р, t + t)1 < с: (равномерно).

Эта оценка есть непосредственное следствие леммы 1, если заметить,

что при любом фиксированном t эта разность удовлетворяет уравнению

теплопроводности и обращается в нуль на контуре С для t to == 1. Таким

образом, если обозначить через М максимум функции и(Р, t) (он равен

максимуму r.p(P)), то в силу оценки, полученной в лемме 1,

R

2,./t to

lu(P, t) и(Р, t + t) I 2М . J ехр ( a2)a2da
о

при любом t, что и доказывает наше утверждение.

Итак, существует непрерывная функция v(P) в области (5, равная

v(P) == lim и(Р, t).
t oo

Очевидно, что v(P) на (5 обращается в r.p(P), и нам остается доказать,

что flv(P) == О внутри (5. Заметим, что функция

ди(Р, t)
иl(Р, t) ==

at
== ди(Р, t)

в силу леммы 2 является решением уравнения теплопроводности, которое

обращается на С в нуль при t to == 1.

Пользуясь вторично леммой 1, получаем, что ди(Р, t) равномерно CTpe 

мится к нулю при t 00.

Итак, v(P) является равномерным пределом функций и(Р, t), завися 

щих от t как от параметра, причем ди(Р, t) О (равномерно) при t 00.



Отсюда следует, что V(P) rармоническая функция. Действительно, возь 

мем какой либошар К, оrраниченный сферой В, целиком лежащий в обла 

сти (5. Тоrда для всякой точки Р С К имеем

и(Р, t) == 11 д  ,(Р, Р')и(Р', t) da' 111 С(Р, Р')ди(Р', t) r:Ь...J',

(5)

rде С(Р, Р') функция rрина для шара.

Переходя к пределу под знаком интеrрала, получаем

v(P) == 11 :п ,(Р, P')v(P') da',

(5)

что и доказывает rармоничность функции v(P), так как шар К можно

выбирать произвольно.

Д о К а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.

Пусть нам дана область (5, являющаяся Фундаментальной для HeKOTO 

poro уравнения

L(u) == Ди Хи == О (Х О).

Построим функцию rрина С(Р, Р'), соответствующую этому уравнению

для этой области. Элементарным решением для этоrо уравнения является

функция
1 ехр ( /lrрр' )

471" rpp' (/l ==  ),
rде rpp' расстояние между точками Р(х, у, z) и P'( ,7J, () [5], И следова 

тельно, функция rрина определяется, как сумма

С(Р, Р') ==

ехр ( /lrpp')
в(Р, Р'),

471" rpp'

rде второе слаrаемое удовлетворяет уравнению L(u) == О по переменным

Р(х, у, z) при заданных  ,7J, (, причем С(Р, Р') == О, коrда Р С С, т. е.

в(Р, Р') ==

ехр ( /lrpp')
(Korдa Р с С).

471" r
pp

'

Как нетрудно видеть, решение уравнения L(u) == О не может иметь BHYT 

ри области (5 положительноrо максимума или отрицательноrо минимума.



Отсюда непосредственно следует, что:

во--первых, функция

С(Р, Р') о,

во--вторых,

С(Р,Р'):::;
exp( J.LTpp')

:::;
4

1 . ,
471" Трр' п Трр'

так как функция g(P, Р'), будучи положительна на контуре, также поло--

жительна во всякой точке области  .

Покажем, что функция g(P, Р') дифференцируема по переменным ,7J, (
сколько уrодно раз и что эти производные являются непрерывными функ 
циями Р И Р', если только р' rt. С, причем по Р они непрерывны, включая

точки С.
д (Р р')

Действительно, например,
9

д есть предел разностноrо отношения

g(P, Р{) g(P, Р')
Д 

которое является решением уравнения L (и) == о по переменным х, у, z

и обращается на С в

. [
ехр ( J.LTРр{) ехр ( J.LTРр' )

]Д 4п Трр' Трр"1

rде трр' расстояние точки Р от точки Р{( + Д ,7J, (). Отсюда леrко
1

::IА.ЮТЮЧИ'Т'Ь, что предел разностноrо отношения по для функции g(P, Р')
существует, равен непрерывной функции g (P,Р'), удовлетворяющей ypaB 

нению L(u) == О по переменным х, У, z, совпадающей с функцией

[
ехр ( J.LTpp')]д 4п Трр'

на С, и что эта функция g (P,Р') является непрерывной функцией Р иР',
если только Р' rt. С. Существование остальных производных доказывается

аналоrично [6].
Докажем симметрию функции rрина

G(Р1 ,
Р2 ) == G(Р2 ,

Р1 ).



Если rраница С области является поверхностью, имеющей во всех

точках конечную непрерывную кривизну, то симметрия функции rрина
хорошо известный факт, леrко доказываемый при помощи формулы rрина.
Если С не является поверхностью упомянутоrо типа, то аппроксимируеы

С изнутри поверхностями конечной кривизны, Вп, оrраничивающими 06 

ласти  п,так что расстояние любой точки Р С Вп от С не превосходит

l5п (l5п О).
п......оо

Пусть

Сп(Р, Р') ==

4

1 ехр ( J.Lrpp')
9п(Р, Р')

7r r
рр'

функция rрина для этих областей. Докажем, что

С(Р, Р') == lim Сп(Р, Р'),
п......оо

откуда и будет следовать симметрия функции С(Р, Р'). Если точка Р' фик 

сирована (Р' С  ),то С(Р, Р') является непрерывной функцией точки Р

на == + С, причем С(Р, Р') == О дЛЯ (Р С С).
Пусть задано число Е"; тоrда при достаточно большом п:

О С(Р, Р') Е" для Р С 0п ,

в частности, для Р С Вп и, следовательно,

О С(Р, Р') Сп(Р, Р') == 9(Р, Р') 9п(Р, Р') < Е"

всюду внутри 0п , так как это неравенство выполняется на Вп, что И ДOKa 

зывает наше утверждение.

Из доказанной симметрии функции С(Р, Р') следует, что она удовле 

творяет уравнению L(u) == О по переменным  ,7J,(и что ее производные

по х, У, z любых порядков непрерывны по Р' вплоть до rраницы С, если

только Р(х, У, z) С 0.

Докажем, что если функция J.L(P') непрерывна и оrрапичена в 0, то

функция

v(P) == 111 G(P,P')J.L(P')r:Ь...J'

непрерывна и дифференцируема во всякой внутренней точке области II

обращается в нуль, коrда Рее. Если же функция J.L(P') удовлетворяет

условию HOlder'a в некоторой точке Ре 0, то

L(v(P)) == J.L(P)

для этой точки Р.



Нетрудно проверить, что интеrрал, представляющий функцию v(P), яв 
ляется равномерно сходящимся, откуда следует непрерывность v(P), а TaK 

же, что v(P) == О для Р С с. Кроме Toro, при помощи доказанной непре 

рывности производных :: '
от функции в(Р, Р') по переменным  ,7J, (, леrко

установить, что производные от v(P) можно получить при помощи диффе 
ренцирования под знаком интеrрала для всякой точки Р С (5

av
(Р) ==

дх

== Jr{j [ exp( j..Lrpp')
] j..L(P')r:Ь...J' + Jr{j

ag
(P,P')j..L(P')r:Ь...J',

} "
дх 4тr r

рр' } "
дх

что доказывает дифференцируемость v(P).
Для Toro чтобы вычислить L(v) для функции

v(P) == 111 4 
ехр

  : PPI)j..L(P') r:Ь...J' + 111 в(Р, Р') j..L(P') r:Ь...J',

заметим, что, в силу доказанной непрерывности производных :: ,...
от

функций в(Р, Р'), производные от BToporo слаrаемоrо MorYT быть вычис 

ляемы при помощи дифференцирования под знаком интеrрала, откуда, в

силу равенства L(g) == О, следует, что

L(v) == L [ J
r

(!
ехр ( j..Lrpp,)j..L(P') r:Ь...J' ] ,

471"}" 1рр'

что, как известно [7], равно j..L(P) в тех точках Р, в которых функция j..L(P)
удовлетворяет условию Нбldеr'а.

Из доказанных свойств функции rрина получаем, что задача нахожд!?

ния решения уравнения

ди ли == L (и) л'и == О (л' == л >:)

внутри области (5, обращающеrося в заданную функцию 'Р(Р) на с:

и(Р) == 'Р(Р) (для Р с с),



эквивалентна решению интеrральноrо уравнения

и(Р) ==  >"JJJ С(Р, Р')и(Р') r:Ь...J' + w(P),
«в

rде w(P) функция, удовлетворяющая уравнению

L(w) == Дw >:w == о (внутри (5)

и условию

w(P) == r.p(P) (на С).

Действительно, очевидно, что решение дифференциальноrо уравнения

удовлетворяет и интеrральному уравнению, но и, обратно, если и(Р) непре 

рывна и удовлетворяет интеrральному уравнению, то правая часть этоrо

уравнения дифференцируема во всякой точке Р С (5, а следовательно,

и и(Р) также. Отсюда заключаем, что и(Р) имеет вторые производные,

удовлетворяет уравнению

L(u) >.'и == о или Ди >.и == О (внутри (5)

и принимает на С те же значения, как и w(P):

и(Р) == r.p(P) (для Р С С),

т. е. наше утверждение доказано.

Нам остается доказать, что наше интеrральное уравнение разрешимо

для любоrо значения >. о или>.' == >. >:  >:.Заметим, во--первых, что

к нашему уравнению приложима теория Fredholm'a, так как, хотя ядро

нашеrо уравнения обращается в бесконечность при Р == Р', но, как было

отмечено,

'

)
1 1

O C(P,P   ,
41Т rpp'

а в этом случае, как известно, уже первая итерация будет оrраничена. Дa 

лее, ни одно >'0 о или >'0 == >'0 >:  >:не может являться собственным

значением уравнения, так как в противном случае существовала бы функ 
ция ио(Р), удовлетворяющая однородному уравнению

ио(Р) ==  >. JJJ С(Р, Р')ио(Р') r:Ь...J',



которая тем самым обращается в нуль на С. Эта функция одновременно

должна удовлетворять уравнению

L(uo) л ио== О или дио лоио == О (внутри (5),

которое при л о не может иметь нетривиальноrо решения, обращаю--
щеrося в нуль на С, как то очевидно на основании принципа максимума.

Сопоставляя результаты, получаем, что если на С задана некоторая

непрерывная функция r.p(P), то, в силу предположения о фундаментально 
сти области (5, существует непрерывная функция ш(Р), удовлетворяющая

уравнению L(w) == О и обращающаяся в r.p(P) на С.

Далее, уравнение

и(Р) == (л "Х) JJJ С(Р, Р')и(Р') dы' + ш(Р)

имеет единственное решение при любом л о и это решение удовлетворяет

уравнению

Ди ли == О (внутри (5)

и условию

и(Р) == r.p(P) (на С),

что и доказывает фундаментальность области (5 для уравнения Ди ли== О

при любом л о [8].

Д О К а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.

Доказательство этой теоремы мы будем вести, опираясь на метод, преk

ложенный Rothe [9] для решения уравнения теплопроводности.
1

Возьмем некоторое h <
л

и значения tn == nh. Рассмотрим уравнение
о

л
( h)

и(х, у, z, t + h) и(х, у, z, t)
uu х, у, z, t +

h
'

отличающееся от уравнения теплопроводности тем, что производная пра 

вой части заменена через конечную разность.

Пусть (5 фундаментальная область для уравнения Ди ли == О при

л ло > о и пусть заданы непрерывные функции: ф(Р) на (5 и r.p(P, t)
на С для t О. Положим

U6
h)
(Р) == ф(Р)



и определим u h)(Р) как решение уравнения

 u(h)(p) !u(h) (p) ==  !u(h)(Р) ( л )n
h

n
h n 1 > О ,

удовлетворяющее условию

u h)(Р) == <р(Р, tn ) (на С).

Эти функции дают нам функцию u(h)(p, t), определенную для

t == tn == nh и равную

u(h) (Р, tn ) == u h)(Р).
Установим сперва вспомоrательную теорему.

т е о р е м а. Если 1j;(P) имеет на Q; неnреръtвнъtе nроизводНЪtе до 4 20

nоряд'К:а, а <р(Р, t) nроизводнъtе по t до 2 20nоряд'К:а,

1j;(P) == <р(Р, О) и  1j;(P)==
д<р(Р, О)

at
на С,

то u(h)(p, t) сходятся равномерно и определяют неnрерЪtвную фун'К:'Цию
и(Р, t), являющуюся решением уравнения теплопроводности и удовлетво 
ряющую услови.я.м

и(Р, О) == 1j;(P)

и(Р, t) == <р(Р, t)

(на Q; ),

(на С при t О).

Эта теорема доказана в цитированной работе Rothe [10] в предположе 

нии, что область Q; оrраничена поверхностью S, имеющей конечную кри 

визну. Однако это предположение используется им только для доказатель 

ства следующей леммы [11].
л е м м а. Если фУН'К:'Ция w(x, у, z) внутри области Q; , 02paHU"leHHoи

nоверхностъю 'К:оне"lнои 'К:ривизнъt, удовлетворяет уравнению

 wлw == р(х, у, z)

и npиHu.мaeт на 2рани'Це зна"lения <р(х, у, z), то

1
Iw(x, у, z)1 л

а +,8,

2де
а == maxp(x,y,z) (для P(x,y,z) С Q;),

,8 == тах <р(х, у, z) (для Р(х, у, z) С S).



Мы докажем эту же лемму без предположения, что С есть поверхность

конечной кривизны, и этим самым наша вспомоrательная теорема будет
доказана, а именно мы докажем:

т е о р е м а. Если неnреръtвная на Q; фУН'К:'ЦUЯ ш(Р) удовлетворяет
внутри не'К:оторои 02paHU"leHHoи области уравнению

Ь..ш(Р) лw(Р) == р(Р),

2де р(Р) непрер'ывная фУН'К:'ЦUЯ, и на 2рани'Це

ш(Р) == <р(Р) (для Р С С),

то

Iш(Р)1 max(la;/3),
2де nо nрежне.м,у

а == mахр(Р) для Р С Q;, /3 == mах<р(Р) для Р С С.

Чтобы доказать, что

Iw(P)1 max(la;/3),
достаточно установить эту оценку только для тех точек Рl, в которых

ш(Р) достиrает отрицательноrо минимума, и Р2, в которых ш(Р) достиrает

положительноrо максимума.

Рассмотрим же некоторую точку Рl, В которой ш(Р) достиrает отрица 

тельноrо минимума. Либо эта точка лежит на rранице и тоrда

Iw(Pl)1 /3 max(l а; 13),
либо эта точка лежит внутри области Q; и Torдa Ь..ш(Р1 ) о.

Следовательно,

ЛW(Рl) + Р(Рl) == Ь..Ш(Рl) о;

но, так как л > О и ш(Р1 ) < о, то р(Р1 ) > о, и мы получаем, что

лlw(Р1 )1 ==  ЛW(Рl) р(Р1 ) а;

откуда

Iw(Pl)1 la max(la;/3),
что доказывает теорему и в этом случае.

Для положительноrо максимума оценка устанавливается аналоrично.



Нам остается доказать, что для области Q; уравнение теплопроводно 

сти разрешимо не только для функций ф(Р) и ср(Р, t), удовлетворяющих

условию дифференцируемости, наложенному во вспомоrательной теореме.

Пусть даны непрерывные функции: ф(Р) на Q; и ср(Р, t) на С при t О,

удовлетворяющие условию ф(Р) == ср(Р, О) на С. Нетрудно видеть, что за 

данные функции можно аппроксимировать равномерно сходящейся после 

довательностью функций:

Фп(Р) ф(Р),

СРп(Р, t) ср(Р, t),

которые удовлетворяют условиям вспомоrательной теоремы, т. е. Фп(Р)
четырежды, а СРп (Р, t) дважды по t непрерывно дифференцируемы и

Фп(Р) == СРп(Р, О) (на С),

t1Фп(Р) == дCPп :,О) (на С).

Пусть ип(Р, t) решения уравнений теплопроводности, определенные

при помощи функций Фп(Р) И СРп(Р, t). Последовательности ип(Р, t) paBHO 
мерно СХОДЯТСЯ к некоторой функции и(Р, t), так как разность

lun(P, t) ит(Р, t)1

достиrает cBoero максимума либо при t == О, либо на С. Эта функция, как

нетрудно видеть, удовлетворяет .уравнению теплопроводности и условиям

и(Р, О) == .ф(Р)

и(Р, t) == ср(Р, t)

(Р с Q; ),

(Р с С, t О),

т. е. область Q; является фундаментальной областью для уравнения тепло 

проводности .
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Рассмотрим первую краевую задачу в несколько расширенной форме.

Докажем следующую теорему.

т е о р е м а. Дана 02рани"lенная область Q; (в пространстве (х, у, z)
с 2рани'Цей С [12] и данъt две неnреръtвНъtе 02рани"lенные фун'К:'Ции: ф(Р),
определенная для тО"lе'К: Ре Q;, и ср(Р, t), определенная для Р с С и t > О.



Существует не более одно'Й равномерно 02рани"lенно'Й ФУН1\;'Ции и(Р, t),
удовлетворяюще'Й уравнению теплопроводности

 и==
ди

at

для mO"le1\; Р С Q; и t > О и условиям

и(Р, О) == ф(Р)

и(Р, t) == 'Р(Р, t)

(для Р с Q;),

(для Р С С, t > О) [13].

Отметим, что условия оrраниченности функции и(Р, t) отбросить нель 

ЗЯ, как это леrко показать на примерах [14].
Наше доказательство базируется на следующем, хорошо известном для

уравнения теплопроводности принципе.

Пусть функция и(Р, t) удовлетворяет уравнению теплопроводности для

точек Р области Q; и t > t1; тоrда

1. Если

2. Если

т и(Р,о) (для всех Ре Q; ),

т и(Р, t) (для всех Р С С, t t1),

т u(P,t) (для всех Р С Q;, t > t1),

т  и(P,O) (для всех Ре Q; ),

т  u(P,t) (для всех Р С С, t t1),

т u(P,t) для всех Ре Q;, t > t1 [15].

то

то

Отсюда непосредственно следует, что если мы имеем две функции
Щ (Р, t) и и2 (Р, t) удовлетворяющие уравнению теплопроводности внутри

области Q;, t > t1, и

и1 (Р, О) и2(Р, О) (для Ре Q; ),

и1(Р, t) и2(Р, t) (для Р С С, t t1),

то

и 1 (Р, t) и2 (Р, t)

для всех Р С Q;, t> t1.



Докажем теперь следующую основную теорему.

т е о р е м а . Если и1 (Р, t) и и2 (Р, t) (равномерно) 02paHu"leHHыe

фун-f.'Ции, удовлетворяющие уравнению теплопроводности для mO"le'I'G

области Q; при t > to, то из неравенств:

и1 (Р, to ) и2(Р, to)

Щ (Р, t) и2(Р, t)

(для Ре Q;),

(для Р с С, t > to)

следует
и1 (Р, t) и2(Р, t)

для всех тО"lе'К: Р С Q; при t > to .

Рассмотрим разность

щ(Р, t) и2(Р, t).

Эта функция удовлетворяет уравнению теплопроводности для точек

Р С Q; при t > to,

u(P,t) O

для t == to, Р С Q; и Р С С, t > to и, кроме Toro, эта функция равномерно

оrраничена. Пусть
lu(P, t)1 < м.

Функция и(Р, to +",) (", малое число) определена для точек Р С Q;,

причем в точках Р С С функция и(Р, to +",) О. Кроме Toro, она обладает

следующим свойством: каково бы ни было Е И область Q;1: Q; 1 == Q;1 +С1 с Q;,

найдется такое "'0' что для Бсякоrо ", < "'0

и(Р, to + ",) < Е (Р С Q; 1).

Введем Бспомоrательную функцию ф(Р), полarая

ф(Р) == Е

ф(Р) == м

ф(Р) == о

(для Ре Q;1),

(для Ре Q; Q; 1),

(для Р rt. Q;).

Очевидно, что

и(Р, to +",) ф(Р) (для Ре Q; ).



Интеrрал Poisson'а

(
1

)
3

JJ
r

r [
1

]
3

[
T р'

]
, ,

П1)(Р, t) ==

2y17r } Vt (to + 'f})
ехр

4(t (to + 'f}))
ф(Р) dI.J.;

,

распространенный на все пространство, rде r
рр' расстояние между фик 

сированной точкой Р и переменной точкой Р', представляет, как известно,

решение уравнения теплопроводности для t to + 'f}

П1)(Р, to + 'f}) == ф(Р) и(Р, to + 'f}) (Р с Q; ).

Очевидно также, что

П1)(Р, t) о и(Р, t) (Р с С, t to + 1]),

откуда следует, что вообще

П1)(Р, t) и(Р, t) (Р с Q;, t to + 1]).

Таким образом

(
1

)
3

{ J
+

Jr [
е + 172 + (2

]
d1, d1] d(

и(Р, t)
2y17r

Е

}
ехр

4(t (to + 1])) (vt (to + 1]) )3
+

 oo

М

}+ mes(Q; Q;l) ==

(Vt (to + 'f}) )3
М

== Е + mes(Q; Q;l) (для t > to + 1]),
( vt (tO+'f}))3

причем эта оценка имеет место при любом Е и области Q;l, если только 1]

достаточно мало. Отсюда получаем, что

и(Р, t) о или Ul(P, t) и2(Р, t),

что и требовалось доказать.

Теорема единственности для первой краевой задачи является непосред 

ственным следствием доказанной теоремы.
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Пусть нам дана некоторая область Q;, являющаяся фундаментальной
для уравнения теплопроводности. Иными словами, мы предполаrаем, что

для любых непрерывных функций: ф(р), заданной на Q; ,
и 'Р(Р, t), задан 

ной на С, rранице области Q;, при t о, и совпадающих на С, при t == о:

ф(Р) == 'Р(Р, о), для Р С С существует непрерывная функция и(Р, t), yдo 
влетворяющая уравнению теплопроводности

и ==

ди

at

внутри области при t > О и условиям

и(Р, о) == ф(Р)

и(Р, t) == 'Р(Р, t)

(Р с Q; ),

(Р с С, t о).

Нашей задачей является построить функцию rрина [16] для области Q;

и установить некоторые ее свойства.

Рассмотрим функцию

.' (
1

)
3

[ Трр'
]U(Р, t, Р , т) ехр

( )
'

2V7r(t T) 4t T

rде Трр' расстояние между точками Р(х, у, z) и P'( ,'f}, (), ЯВЛЯЮЩУЮСЯ
элементарным решением для уравнения теплопроводности. Очевидно, что

эта функция зависит от переменных Р, Р' и СУ == t т и удовлетворяет

уравнению теплопроводности по переменным Р(х, у, z) и СУ == t т или

P'( ,'f},()и СУ == t т.

Назовем Ф у н к Ц и е й r р и н а функцию

С(Р, t; Р', т) == U(Р, t; Р', т) и(Р, tj Р', т)

G(P,tjP',T) == О

(для t т),

(для t < т),

rде и(Р, tj Р', т) является решением уравнения теплопроводности по пере 

менным Р и t при фиксированных Р С Q; и т, для KOToporo

и(Р, t; Р', т) == О

u(P,tjP',T) == U(P,t;P',T)

(для Ре Q; ),

(для Р с С, t т).



Нетрудно видеть, что и(Р, t; Р', т) зависит только от трех переменных

Р, Р' и а == t т; следовательно, функция rрина зависит от тех же пер!?

менных:

С(Р, t; Р', т) == С(Р, Р'; а) == И(Р, Р'; а) и(Р, Р'; а) (а == t т).

Отметим, что так как решение уравнения теплопроводности не может

иметь отрицательноrо минимума внутри области, то,

во--первых,

о С(Р, t; Р', т),

во--вторых, так как U(P,t;P',T) неотрицательна, то и u(P,t;P',T) обла 

дает этим же свойством, откуда следует, что

С(Р, t; Р', т) И(Р, t; Р', т).

Покажем, что функция

П(Р', а) == 111 С(Р, Р'; a)-ф(Р) dw,

rде  (Р) некоторая непрерывная оrраниченная функция, заданная на <5,
такова, что

П(Р', а) ==  (Р') при а........ О.

Действительно,

п(Р',а) == 111 U(Р,Р';а}ф(Р)dw + 111 и(Р,Р';а)-ф(Р)dwj

первое слаrаемое, как известно, при а ........ О стремится к  (Р'),а второе, как

нетрудно видеть, при фиксированном Р' и а ........ О равномерно стремится к

нулю, так как

тахи(Р, Р'; а) == тах И(Р, Р'; а) (р' С (5);
Ре\!) Ре с

откуда и следует наше утверждение.



Покажем, что существуют производные функции С(Р, Р'; а) по пере 

менным  ,'Т/, ( любоrо порядка и что эти производные являются непрерыв 

ными функциями своих aprYMeHTOB, если Р'( ,'Т/, () rt. с и а > О [17].

Действительно, если точка Р1 имеет координаты +   ,'Т7, (, ТО произ 

водная (Р, Р' ; а) является пределом разностноrо отношения

и(Р, Р{; а) и(Р, Р'; а)

которое является решением уравнения теплопроводности по перемеННЫ 1

Р(х, у, z), а и обращается в нуль при а == О и в

U(Р, Р{; а) U(Р, Р'; а)

на С. Отсюда следует, что предел разностноrо отношения по ОТ функции
и существует и является непрерывной функцией и{(Р, Р'; а), удовлетворя 

ющей уравнению теплопроводности по Р, а и обращающейся в

дU
(

'

)
д 

Р,Р;а

aG
на с; следовательно,

д 
(Р, Р'; а) существует и непрерывна по Р, Р' и а,

если Р' rt. с и а > О, причем по Р эта функция непрерывна, включая

точки С.
aG

Существование друrих производных, а также
дt' доказывается анало--

rично.

Докажем симметрию функции rрина

С(Р1 , Р2; а) == С(Р2, Р1 ; а)

или

G(P1 ,t;P2,T) == G(P2,t;P1 ,T).

Эта формула леrко доказывается для функций rрина, соответствующих

областям, оrраниченным поверхностями с конечной кривизной.



Для поверхностей TaKoro типа имеет место формула

ao c

J do:{JJJ :0: [С(Р, Р1 ; 0:) . G(Р, Р2; 0:0 0:)] dw } ==

с

ao c

== J do:{JJJ :0: [С(Р, Р2; 0:0 0:) . ь.с(Р, Р1 ; o:) 
с

С(Р, Р1 ; 0:) . ь.с(Р, Р2 ; 0:0 0:)] dw} ==

ao c

== J dO:{JJ [G(Р, Р2; 0:0 0:) .

дС(
  :1

; 0:)

с С

С(Р, Р1; 0:) .

дС(Р,
: :o

0:)
] dи},

так как функция rрина имеет в этом случае все производные, требу!?
мые этой формулой. Меняя в первом интеrрале порядок интеrрирования,

получаем

JJJ С(Р, Р1; 0:) . С(Р, Р2; 0:0 0:) dw ':O C== О.

Переходя к пределу при Е ------+ О, В силу отмеченноrо свойства функций
П(Р' , 0:) получаем, что

С(Р2, Р1 ; 0:) == С(Р1 , Р2; 0:).

Если же область Q; оrраничена множеством С, не являющимся поверх 

ностью конечной кривизны, то аппроксимируем область Q; областями Q;n,
оrраниченными поверхностями конечной кривизны Вп таким образом, что

расстояние любой точки Р С Sn от С не превосходит числа бп (бп ------+ О).
Пусть

Сп(Р, Р'; 0:) == U(Р, Р'; 0:) ип(Р, Р'; 0:)

функции rрина для этих областей. Докажем, что

С(Р, Р'; 0:) == lim Сп(Р, Р'; 0:),
п ()()



откуда и будет следовать симметрия функции rрина в общем случае. Ec 

ли точка Р' фиксирована (Р' С (б), то С(Р, Р'; а) является непрерывноЙ

функцией точки Р на Q) == Q) + С, причем С(Р, Р'; а) == О для Ре С.

Пусть задано с; Torдa, при достаточно большом n, С(Р, Р'; а) < с (для
Ре Q) (бп, в частности, дЛЯ Р' С Sn) и, следовательно,

о С(Р, Р'; а) Сп(Р, Р'; а) == и(Р, Р'; а) ип(Р, Р'; а) < с

всюду внутри (бn, так как это неравенство выполняется на Sn, что И ДOKa 

зывает наше утверждение.

Из доказанной симметрии функции rрина получаем, что она удовлетво 

ряет уравнению теплопроводности по переменным Р', а и что производные

ее по Х, у, z существуют во всякой точке Р С (б, t > О и являются непре 

рывными функциями для всяких Р С (б, Р' с Q) и а > О.

Отсюда следует, что

П(Р, а) == JJJ С(Р, Р'; a)'ljJ(P') dы

является функцией, дифференцируемой под знаком интеrрала по х, У, z, а

для Р С (б, а > О, что эта функция удовлетворяет уравнению теплопро 

водности и условию

П(Р, а) == 'Ф(Р) при а О.

Нашей ближайшей задачей теперь является доказать непрерывность

функции rрина, коrда обе точки Р и Р' приближаются к С. Функция rрина

была определена, коrда Р С (б
,
а Р' С (б. Положим

С(РО, Р6; а) == О (коrда Ро, Р6 с С)

и докажем, что С(Р, Р'; а) непрерывна при Р == Ро и Р' == Р6, если

а ао > О.

ДЛЯ этоrо надо для любоrо с доказать существование TaKoro 8(с),
что если

РРо < 8; Р'Р/ < 8о , I а ао I < 8,

то

IG(P, Р'; а) С(РО, Р6; a)1 == IG(P, Р'; a)1 < с.



Как было отмечено,

С(Р,Р';а) и(Р,Р';а) ( 2)ro)З.
Рассмотрим вспомоrательную функцию v(P, а), удовлетворяющую ypaB 

нению теплопроводности для Р С \б, а >  Oи условиям

"(р,  o) N CPi )' (Р с \б ),

v(P, t) == ер(Р, t) (Р с С, t ;?;  o),
rде функция ер(Р, t) какая уrодно непрерывная функция, удовлетворяю--

щая требованиям

ер (р,  o) == N,

ер(Р, t) == о ( ао )для t;?; 23 '

N ;?; ер(Р, t) ;?; О (
ао

а
о

)для t 2 .

3 3

Такая функция v(P, t) существует в силу предположений, сделанных

относительно области \б.

Нетрудно видеть, что при любом положении точки Р'

о G(Р, р'; а) v(Р, а) (при а >  o),
так как функция rрина удовлетворяет уравнению теплопроводности и,

кроме Toro, имеют место следующие неравенства:

G (Р, Р';  o) N == v (р,  o) (Р с \б ),

С(Р,Р';а) v(P,a) (Р с С, а  o).
Далее, так как v(P, а) == О для Р С С и а > 2  O, то для любоrо с

существует такое 8(с), что если р(Р, С), расстояние точки Р от С, меньше

8(с), то

о v(P,a) с.



Таким образом мы доказали, что существует такое 6'(с), что

С(Р, Р'; а) с,

если

р(Р С) < 6' а > 2
ао р' С Q), ,

3
' ,

чем и доказана непрерывность функции С(Р, Р'; а) в точках Ро, Рй , принад 

лежащих С. Отсюда следует, что G(Р, Р' ; а) является равномерно непре 

рывной функцией своих aprYMeHToB при СУ СУ! > О.

Рассмотрим определенную нами ранее функцию П(Р, а). Из только что

доказанноrо непосредственно следует, что

П(Р, а) == О (для Р С С, СУ> О).

Сопоставляя результаты, установленные нами относительно функции
П(Р, а), получаем следующую теорему.

Те о р е м а 1. ДЛЯ любой 02рани"lенной фун'К:'Ции 'Ф(Р), определенной
и непрерывной на (б, фУ'Н'К:'ЦUЯ

П(Р, а) == JJJ С(Р, Р'; a)'ljJ(P) dw (а == t т)

является 02рани"lенной фун'К:'Цией, удовлетворяющей уравнению теnлоnро 

водности для Р с Q) и а> О и условиям

П(Р, О) == 'Ф(Р)

П(Р, а) == О

(Р с (б),

(Р с С, а == t т> О).

Из доказанной теоремы леrко заключить, что если Q) фундаменталь 
ная область, т. е. для нее разрешима первая краевая задача для непре 

рывных функций 'Ф(Р) (Р с (б ) и <р(Р, t) (Р с С, t О), дЛЯ которых

'Ф(Р) == <р(Р, О), то для этой области разрешима краевая задача в расши 

ренной форме, которая была сформулирована в 9 2.

Кроме Toro, из доказанной теоремы непосредственно вытекает следую 

щая формула для функций rрина:

С(Р, Р'; Щ + (2) == JJJ С(Р, Н; Щ) . С(Н, Р'; (2) dш!

или

С(Р, t; Р', т) == JJJ С(Р, t; Pl , tl)G(Pl , tl; Р', т) dWl.



Докажем еще следующую теорему.

Те о р е м а 2. Если 02ра'Ни"lе'Ннля фу'Н'К:v,ия 7r(P, t), определенная и

непрерывная для Р с \б, t > to, удовлетворяет во вся'К:ой тО"l'К:е условию

HOlder'a, то

t

V(P,t) == J dT{JJJ G(P,P';t T)7r(P',T)dи'/}
to <!5

является непрерывной фун'К:v,ией, удовлетворяющей уравнению

av
.D.v == 7r (P t)

at
'

для люб'ых Р с \б и t > to и условия.м

V(P, to) == О

V(P, t) == о

(Р с \б ),

(Р с С, t о).

Положим

V(P, t) == V1 (Р, t) + V2(P, t) ==

t

== J dT{JJJ U(Р, Р'; t T)7r(P', т) dы'} +
to <!5

t

+ J dT{JJJ u(P,P';t T)7r(P',T)dы'},
to <!5

в силу доказанных свойств производных функций и(Р, Р'; СУ) непосреk
ственно получаем, что

.D. V2 8;2 == о.

Функция же V1 (P, t) как известно [18], удовлетворяет уравнению

aV1
.D.V1

at
== 7r(P, t),

что и доказывает, что V(P, t) удовлетворяет уравнению

av
.D.V

7ft
== 7r(P, t).



Чтобы убедиться в том, что выполнено начальное условие, заметим, что

,. ) '. (
1

)
3

[ rpp' ]О G(Р, Р ,
t т и(Р, Р ,

t т) ехр
( )

'

2J7r(t T) 4t T

откуда следует, обозначая через М максимум функции 7r(P, t), что

IV(P, t)1
t +00

 M,J dT{( )
3

Jfr{ exp [
 2+'fJ2+(2

]
dE,d'fJd(

} ==

.j7i J 4(t т) (2y1t="Т) 3

to  oo
t

== м. J dT == M(t to).
to

Из этой оценки получаем, что при любом Р с

V(P, to) == О.

Чтобы доказать, что краевое условие удовлетворено, положим

V(P, t) == V(P, t) + V(P, t) ==

tl

== J dT{JJJ С(Р, Р'; t T)7r(P', т) dы'} 
to

t

J dT{JJJ G(P,P';t T)7r(P',T)dы'}:
tl

rде tl любое число, to tl < t. Из доказанной ранее равномерной непре 

рывности функции G(Р, Р'; а) при а аl > О непосредственно следует,

что V(P, t) == о для Ре С.

Далее, пользуясь только что приведенной оценкой, получаем, что

I V(P, t) I < M(t tl),

а следовательно, и

IV(P, t)1 M(t tl) (Р с С)



при любом tl: to tl < t, откуда и вытекает, что

V(P, t) == о (для Р С С),

чем и доказывается теорема.

Оканчивая этот параrраф, укажем соотношение, имеющее место между

функциями rрина для уравнения Лапласа и уравнения теплопроводности.

Те о р е м а 3. ФУН'К:'ЦUЯ rpUHa для уравнения Лапласа С(Р, Р') и ФУН'К: 
'Ция rpUHa для уравнения теплопроводности С(Р', Р; t т) связаны следу 
ющи-м соотношением:

00 00

С(Р, Р') == 1 С(Р, Р'; t т) dt == 1 С(Р, Р'; а) da.

т о

Отметим, во-первых, что

00 00

1
,

(
1

)
3

1 [
Т
рр, ]

dt
u(Р, Р ; t т) dt ==

.Jff
ехр

4(t т) (2уТ=Т)З
==

т т

1

47rTРр'

. 1
00

ехр (
т2

)2 4а
о

Tda 1

-----з
==

а "2" 47rTpp'

Функция rрина для уравнения Лапласа равна

С(Р, Р') ==

4

1
g(P, Р').

7rTрр'

Функция rрина для уравнения теплопроводности равна

С(Р, Р'; t т) == U(Р, Р'; t т) и(Р, Р'; t т),

и, как было отмечено,

00

1 U(P,P';t T)dt==
1

;
47rTpp'

т



таким образом остается доказать, что

00

J и(Р, Р'; t т) dt == g(P, Р'),
т

иными словами, что существует

т

Нm J U(P'P'jt T)dt
т...... 00

т

и является rармонической функцией, удовлетворяющей условию

т

lim J и(Р, Р'; t т) dt ==

1
(для Р С С).

Т...... 00 47rTpp'

Т

Рассмотрим функцию

т T T

v(P,P';T T)== J и(P,P'jt T)dt== J u(P,P';a)da.
т о

в силу доказанных свойств непрерывности производных функциЙ
и(Р, Р'; а) нетрудно видеть, что производные функции v можно находить

при помощи дифференцирования под знаком интеrрала.

Таким образом

T T

av

Jb..pv
дТ

== Ь..ри(Р, Р'; а) da и(Р, Р'; т т) ==

О

T T

J [Ь..ри(Р,Р';а) :а и(р,Р';а)] da,

о

т. е. функция v удовлетворяет уравнению теплопроводности.

Далее, очевидно, что

v(P, Р'; О) == О



и что на С

т

V(P, Р'; т т) == J и(Р, Р'; t т) dt ==

т

т

J U(Р, Р'; t т) dt
1

.

Т......оо 47rrpp'

т

Отсюда уже леrко заключить, что существует предел функции v(P, Р'; T T)
при Т ---4 00 И что 011 СОDпадает с функцией g(P, Р'), 'IeM и доказано, что

00 00

С(Р, Р') == J С(Р, Р'; t т) dt == J С(Р, Р'; а) da.

т о

 4

1. Рассмотрим некоторое тело Т 3 MepHoroпространства, которое мы не

предполаrаем связным, оrраниченное поверхностью S. Мы будем предпо--

лаrать, что поверхность S является поверхностью типа Ляпунова [19], т. е.:

1. В каждой точке Р С S существует нормаль.

2. Направление нормали меняется непрерывно при непрерывном

движении Р, и, более Toro,

Орр' Е. Т;р',
rде Орр' уrол между нормалями в точках Р, Р', Трр' расстояние между

ними, а л и Е константы, причем О < л 1.

3. Существует такое число d, что всякая прямая, параллельная нормали

в точке Р, встречает не более одноrо раза кусок поверхности S, содержа 

щийся в сфере радиуса d BOKpyr Р.

Отметим, что, если обозначить через <р уrол между Р'Р и внутренней

нормалью в точке Р', п(Р'), то

cos <р Ь. Т;р"
wp(r) совокупность точек Р' поверхности S,Будем обозначать через

для которых

Трр' Т.



Очевидно, что wp(r) есть замкнутое множество, лежащее на S, и мы

можем rоворить о площади wp(r), которую будем обозначать через !1р (Т).
Докажем, что существуют такие числа а и А, что

ат
2

!1р (Т) Ат
2

.

Действительно, если r < d и если для точек р', лежащих на wp(r),

1
cos(n(p), n(Р')) >  ,

2

то, беря касательную плоскость в точке Р, получаем

271" Т

J
r

r J J
р dp. d'P

!1
р (Т) ==

}
da

cos(n(P), n(Р'))
wp(r) О О

27rr
2

,

так как wp(r) проектируется на касательную плоскость в область wp(r),

р'

Рис. 1

целиком лежащую в Kpyre радиуса т. Далее, возьмем некоторое сечение,

проходящее через нормаль в точке Р. Пусть z == f(p) уравнение линии

пересечения этой плоскости и поверхности S. Очевидно, что хорда РР'

образует с осью р уrол т, равный уrлу, образованному касательной к кривой
z == f(p) в некоторой точке Р", и что этот уrол меньше уrла ОРР'" т. е.

T pl== (р')2(1 + tg
2
т) (p')2(1 + tg2(Er p,,))< 2(р')2,

если r таково, что

tg Еr
Л
< 1.



Таким образом мы получаем, что wp(r) покрывает на касательной плос 
r

кости В точке Р Kpyr радиуса Ро ==

у2
; откуда,

r

271" v'2

П(r) == !! dcт == !! :o  :;! ! pd d == 27r' т; ==  T2.
wp(r) wp(r)

О О

Итак, для достаточно малых r существуют такие а и А, что

ат
2
< П(r) < Ат

2
,

и так как П(r) величина, оrраниченная при любых т, то возможно выбрать
а и А так, что это неравенство будет выполнено для любых r (О r R),
rде R диаметр нашей области, причем а и А можно считать не завися 

щими от р.

Заметим, что функция Пр (т) является не убывающей, полунепрерыв 

ной (справа) функцией т. В дальнейшем нам придется часто оценивать

интеrралы вида

1 == !! Р(Трр') dcт,

(8)

rде F непрерывная функция r
рр' расстояния р' от некоторой точки р.

Нетрудно видеть, что
(х)

1 == ! Р(т) dП(r),
о

rде интеrрал берется в смысле Stieltjes'a и интеrрирующей функцией явля 

ется Пр(r).
Обозначим через r == r(П) функцию, обратную П == Пр(r); тоrда

нетрудно видеть, что, принимая П за независимое переменное, будем иметь

8

1 == ! F(r(П)) dП,
о

rде 8 есть площадь всей поверхности (8). В частности, если Р(т) является

положительной убывающей функцией, то

8

111  !F( ) dП.

о



2. Будем обозначать через

2

I

[
1

]
3

[
Т
рр'

]U(P,t;P ,Т) == ехр
4( )2V7r(t T) t T

и рассмотрим потенциалы, аналоrичные потенциалам простоrо и двойноrо
слоев

t

V(P,t) ! dT{!! U(P,t;Р',т)у(Р',т) м}о (8)

t

W(P, t) ! dT{J! :п ,(Р, t; Р', т) I'(Р', т) м'}о (8)

Очевидно, что они представляют, решения уравнения теплопроводно 

сти, и, кроме Toro, нетрудно доказать следующие два свойства этих потен 

циалов, аналоrичные свойствам обыкновенных ньютоновских потенциалов.

с в о й с т в о 1. Функция V(P, t) является БСЮДУ непрерывной функци 
ей своих aprYMeHToB, если 1/(Р, t) оrраничена.

Действительно, рассмотрим како!?нибудь число tl < t и положим

V(P, t) ] dT{!! U(Р, t; Р', т) у(Р', т) dи'} +

о (8)

+ j dT{!! U(Р, t; Р', т) у(Р', т) м'} Vi(P, t) + V2.

tl (8)

Первое слаrаемое непрерывно в точке (Р, t). Оценим второе слаrаемое.

Возьмем на поверхности (8) точку Р1 , ближайшую к Р (или одну из них,

если их несколько). Очевидно, что

Т
р1р

' ТР1Р + Трр' 2 Т
рр',

так как, по условию, Трр' ТРР1'



Пусть IVI < М; тоrда

t

V2(P,t) М ! dT JJ ехр [ ( rppf) 2. (1 ) ]
da'

2 1 4 t т (2 y'7r(t т))3
tl (8)

t 8

j j [
п

]
dП

М dT ехр
16A(t т) (2 y'7r(t т))3

tl О

t 8

2АМ

j
dT

j [
п

]
dП

exp 
(y'7r)3 16A(t т) 16A(t т)

""

tl О

t CXJ

2АМ

j
dT

j
4АМ

(y'7r)3
exp( z)dz==

(J7r)3
..д=т;,

tl О

rде новое переменное П == ПР1 (r).
Отсюда непосредственно следует утверждаемая непрерывность.

с Б О Й С т в о 2. Функция W(P, t) разрывна на (8), причем имеют место

следующие формулы:

Wi(Po , t) == lim W(Pi , t) == W(Po, t) + р,(Ро, t),
2

We(Po, t) == lim W(Pe, t) == W(Po, t)
2

1
р,(Ро, t),

Pe PO

если р,(Р, t) непрерывная функция, rде РО точка поверхности (8), Pi

лежит внутри, а Ре вне области.

Доказательство этой формулы мы сведем к аналоrичным и хорошо из 

вестным формулам для ньютоновскоrо потенциала.



Положим

W(P, t) == I(Р, t) + W(O)(P, t) ==

t

! dT{J! :. ,(Р, t; Р', т) [I'(Р' , т) I'(Р', t)] dи'} +О (8)

t

+ !! I'(Р', t) . {J д: (Р, t; Р', т) dT} do-'

(8) О

Рассмотрим

t

W(O)(P, t) !! I'(Р', t){J :. (Р, t; Р', т) dT} dи'

(8) О

{
t

2

}р'
т
рр' Трр' COS <р dT

d
'

== 11 р,( , t) 1 ехр [ 4(t т) ] 2(t т) (2y'71'(t т))3
а .

(8) О

Последний интеrрал леrко вычисляется. Полаrая вместо т новую пер!?

менную равной

Трр'
z 

.

 2 '
dz ==

Трр' dT
,

4( )3
получаем

t
2

1 ехр [
т
рр' ]4(t т)

О

Трр' COS <р dT

(2 y'71'(t т))3 2(t т)

CXJ

1 cos<p 4

1 2 2
ехр( z) z dz.

471'
.

T р'
.

...fi

2..;t

Таким образом

w(O)(P,t) == 4 Jr{ c s<pjida,} Трр'
(8)



rде
CXJ

Ji == ЩР, Р'; t) == р,(Р', t) . 1 ехр( z2)z2 dz, [22]

2vt

причем разрывы этоrо интеrрала хорошо известны.

Итак,

Wi(O\Po , t) == W(O) (Ро, t) + р,(Ро , t) ==

t

J dT{JJ ;: ,(РО, t; Р', т) 1'(1", t) оо'} + I'(Ро, t),
о (8)

Wi(O) (Ро, t) == W(O)(Po , t) р,(Ро, t),
2

так как Ji(Po, РО ; t) == р,(Ро, t), и для окончания теоремы нам остается ДOKa 

зать непрерывность I(Р, t) при рассматриваемом значении t.

Положим

tl

I(Р, t) == I1 (Р, t) + 12 (Р, t) == 1 dT{
О

t

} + 1 dT{ } (О tl < t).
tl

Первое слаrаемое непрерывно при рассматриваемом значении t, каково

бы ни было t 1 , и для доказательства непрерывности 12 (Р, t) остается до--

казать, что при подходящем значении tl функция 12 (Р, t) меньше любоrо

заданноrо числа Е:.

Положим

р,(Р', т) р,(Р', t) == ,(Р', т)
и пусть 1,(P',7)1 < 'о, при tl 7 t, причем 'О может быть зада 

но произвольно, если tl выбрать соответственно. Видоизменяя HeMHoro

рассуждения с W(O)(P, t), будем иметь

12(Р, t) ==

t
2

== 11 da 1 ехр [ 4 P!'7)]
(8) tl

r
рр'

cos ер, d7
. ,(Р т),

2(t 7)
,

(2V7r (t т))3



Положим по--прежнему

Трр'
z==

.

2 '
dz ==

4(V(t т))3

Трр'

и обозначим через ,(Р, Р'; z) функцию, после введения туда НОВОЙ пере 

менной z. Тоrда

/I2 (P,t)1 == IJJ  S 'JLdO"I  ,o.K,
(8)

рр

rде Ц == Ц(Р, Р'; z), причем

00

IjL(p, Р'; z) I == J ехр( z2)z21,(p, Р'; z) I dz < 'О'

2vt

так как ,,(Р, Р'; z)1 всеrда меньше 'О и

K==v; (JJ  :dO" )
(8)

некоторое оrраниченное число.

Собирая полученные дЛЯ W(O)(P, t) и I(Р, t) результаты, получаем, что

1 1
Wi(PO , t) ==

2 р,(Ро, t) + W(Po, t) ==

"2 р,(Ро, t)+

t

+ J dT{JJ  ,(Ро, t; Р', т)р,(Р', т) dO"'},
о (8)

1
Wp.(Po , t) ==

 "2р,(Ро, t) + W(Po, t).

Повторяя буквально это доказательство, нетрудно убедиться, что HOp 

мальные производные потенциала простоrо слоя разрывны на поверхности

(8) и что имеют место следующие формулы, аналоrичные известным фор 

мулам для ньютоновскоrо потенциала:

(
aV(Po , t)

) == ( Р, ) (
aV(Po, t)

)д 2
1/ О, t +

д
'

п i п О

(aV ,t) ) е

== 1/(РО , t) + (aV ,t) ) о



(п внутренняя нормаль), rде

t

(
GV(Po,t)

) J {Jr{
дU

(
'

)
'

)
' }дп о

== dT
} дпро

РО, t; Р ,
т и(Р, т dG' .

О (8)

Рассмотрим потенциал, аналоrичный потенциалу простоrо слоя

t

Vr (P', t) == J dO {JJ U(Р, о; Р', т)и(Р, О) dG' } ==

r (8)

t

== J dO {JJ U(Р, Р'; О т)и(Р, О) dG'},
r (8)

который, очевидно, удовлетворяет уравнению теплопроводности по Р' и t,
и выясним поведение этоrо интеrрала на поверхности (S). Изменим знак

переменноrо О, положив О ==  o;тоrда

 T

Vr
== J do{JJU(P,P';( T) O)V(P,O)dG'},
 t (8)

rде V(P, О) == и(Р,  o).Таким образом Vr является обычным потенциалом

простоrо слоя; следовательно,

(
GVr

)
1

( ).

==   иP, T+
дnр' z 2

J
 r

{J
r

{дU ,

}+ dO
} anp,

(P,Po;( T) O)v(P,O)dG'.

 t (8)
о

Переходя обратно к переменной О и функции и, получим

(
GVr (Р', t)

)
1

(
п'

) (
GVr

)  иro,T +
дпр, i 2 дпр, о

и аналоrично

(
GVr (P',t)

)
1

(P.
'

) (
GVr

) + ио,т+  ,
дnр' е 2 дпр, о



rде

( aV.;;,:,t) ). j dJJ и! (P,O;P ,T)v(P,O)dи }.т (8)
о

3. Обратимся к построению функций rрина. Покажем, что

С(Р, t; Р', т) == J-Lо(Р, t; Р', т) 2J-Ll (Р, tj Р', т) + .. .

... + ( 1)n. 2
n

J-Ln(Р, t; Р', т) + ...
,

rде

J-Lо(Р, tj Р', т) == U(Р, t; Р', т),

t

J-Ll(Р,t;Р',т) == ! dOl { !! :п (P,t;Pl,Ol)U(Pl,Ol;p"T)da1 } ,

т (8)
1

t

J-Lm(Р,t;Р',т) == ! dOl { !! :п (P,t;Pl,Ol)J-Lm l(Рl,Оljр',Т)dаl} ,

т (8)
1

Пользуясь равномерной сходимостью этоrо ряда, которая будет доказа 
на несколько позже, нетрудно убедиться, что этот ряд действительно преk
ставляет функцию rрина. в самом деле, каждое слаrаемое при фиксиро 
ванном Р' представляет потенциал двойноrо слоя и удовлетворяет ypaB 

нению теплопроводности; следовательно, и весь ряд также. Кроме Toro.

коrда точка Pi (изнутри) стремится к точке Ро С В, то предельное значение

в Ро будет равно нулю

Нт С(Р, t; Р', т) ==

Pi PO

== J-Lо(Ро,t;Р',т) 2 [J-Ll(Ро ,t;Р',т) + J-Lо(Ро,t;Р',т)]+
+ 22 [J-L2 (Ро, t; Р', т) + J-Ll (Ро, t; Р', т)] .. .

== О,

что и доказывает наше утверждение.



дС
Рассмотрим производную д (Р, t; Р' , т) (Р' с S). ДЛЯ изучения

Пр'
этой функции нам будет удобно преобразовать выражения для функций
J.L(Po, t; Р', т).

Очевидно, что J.Ll (Ро, t; Р', т) можно рассматривать, как потенциал

простоrо слоя V по переменному Р':

t

I'j(Po,t;Р',т) 1 dO {11 Vo(P,t;Pj,Oj) U(Pj,Oj;P',T) dUj },т (8)

rде
дU

1/0(Р' t; Р1 , (}1) ==

д
(Р, t; Р1 , (}1).

nР1

Докажем, что каждое J.Lm является потенциалом простоrо слоя V, что

1. J.Lm(P, t; Р', т) ==

t

1 dlJj {11 Vm j(P,t; Pj, Oj) U(Pj , Oj; Р', т) dUj },
т (8)

rде

1/m(P,t;P',T) ==

a

aJ.Lm
(P,t;P',T) ==

ПР'

t

1 dlJj {11 Vm j(P,t; Pj,Oj) . :п ,(Pj,Oj;P', т) dиj } (р' с В),
т (8)

и что функция 1/т(Р, t; Р', т) (Р' С S) связана рекурентными формулами

П. 1/m(P,t;P',T)==
t

== J d01 { JJ :п (P,t;P1 ,(}1) ,1/m l(Pl,(}l;p"T)dal} (р' С S).
т (8)

1



Действительно, предполаrая их верными для т, получаем

J-LmН (Р, tj Р', т) ==

jМ1 и! :п ,(P,t; Р1 , 01) [jМ, JJ "т I(Pl,OI;P"o,)x
т (8) т (8)

Х и(1'" о,;Р', т) dO+Ul} j м,и! rj d01 JJ :п ,(Р, t; Р1 ,01)Х
т (8)  2 (8)

Х "т I(Pl,OI;1',,0,) dUl] И(Р"О,; Р',т) oo,}
t

== j d02 {jj vm(P,t;P2 ,02)' U(Р2,О2; Р',т) da2 },
т (8)

что и доказывает формулу 1 нашей индукции.

Исходя из определения и, имеем (Р' с S)
t

ит+l (Р, t; Р', т) == j d02 {jj ит(Р, tj Р2 , 02) :п ,(Р2 , 02; Р', т) da2 }.
т (8)

Пользуясь формулой II и меняя порядок интеrрирования, получаем

итн(Р, t; Р', т) ==

t t

j M,Ujrj М1 JJ :п ,(Р,tЛ,ОI)vm I(Рl,ОI;Р"О,)dU}
т (8)  2 (8)

Х

д

дU
(P2,02;p',T)da2 } == j

t

dOl jr{ a

au
(P,OjH,Ol)X

n ) ПА
т (8)

х [j dO, jj "т I(Pl,OI;P"o,):п ,(1'" О,; Р',т) dU'] 001

т (8) t

== j d01 {jj :п l(Р,tjРl'Оl)Vm(Н'Оl;р"Т)dаl}'
т (8)

что доказывает формулу П проводимой индукции, а тем самым и самую

индукцию.



aG
Теперь уже леrко получить выражение для

д
. Пользуясь paBHOMep 

Пр'
ной сходимостью ряда, составленноrо из функций 1/т, которая будет ДOKa 
зана несколько позже, можем написать

С(Р, t; Р', т) == U(Р, t; Р', T) 

j d6 { 11 [ ( 1)m2m+11/m(p,tjP1,Ol)]. U(P1 ,Ol;P',T) da1 } .

т (8)
т O

Пользуясь, кроме Toro, формулами, определяющими 1/т, И свойством

нормальных производных потенциала простоrо слоя V у поверхности (8),
получаем

дС '

) (
'

)Нт
д

(P,t;P ,т == 1/0 P,t;Po,T
р'......ро Пр'

{ [ ( 1)m2m+1vm+1(p,t;po,T)] 
[ H)т2т+1 ут(Р, t;P"T) ] }

== 2 {1/0(Р' t; P ,т) 21/1 (Р, tj P ,т) + 22 1/2(Р, t; P ,т) .. .}.

Итак, мы доказали, что

дС ,

д
(P,t; Р ,т) ==

Пр'
дU '

) {
'

)
2 ,

}==2' 
д

(P,t;P,T  221/1(P,t;P,T  21/2(P,t;P,T)+....
Пр'

4. Наши предшествующие заключения основаны на утверждении о том,

что ряд, составленный из 2
m

J-Lm(Р, t; Р', т), представляющий С(Р, t; Р', т),
и ряд, составленный из 2т 1/т (Р, t; Р', т), сходятся равномерно. Очевидно, в

силу соотношения 1, что достаточно доказать только равномерную сходи 

мость ряда, составленноrо из 2т 1/т (Р, t; Р', т), так как отсюда будет следо--

вать равномерная сходимость ряда 2mJ-Lm(Р, t; Р', т).



Обратимся к доказательству равномерной сходимости ряда, составлен 

Horo из функций 2mvm (p, t; Р', т), коrда Р С <5 ,
а Р' С В. Эти функции

определяются следующими равенствами:

Vo(P, t; Р', т) ==

д

дU
(Р, t; Р', т),

ПР'

vm(P,t;P',T) ==

jd1Jl {!! :п (Р, t; Н,ОI)' Yт I(H,01; Р',т) 001 } (р' с Б).
7' (8)

Заметим, что каждое Vm (Р, tj Р' , т) при фиксированном р' удовлетворя 

ет уравнению теплопроводности и так как, кроме Toro, Vm (Р, т; Р', т) == О,
то эта функция достиrает максимума в некоторой точке Ро С В. При при 

ближении точки Р к Ро С S имеем, что

Нт vm(P, t; Р', т) == vm(Po, t; Р', т) + Vm l(Ро, t; Р', т) (р' С В).
Р.......Ро 2

Обозначим через wm(to, то) максимум vm(P, tj Р', т), коrда то т t tO:

Wm(to, то) == тах vm(P, t; Р', т) (Р, р' с В, то т t to).

Если мы докажем, что при т, большем HeKoToporo то, такой маКСИМУ1\!

действительно существует и что

2: 2
m
wm (to , то)

является рядом, сходящимся при любых to, то, то этим и будет доказана

равномерная сходимость ряда, составленноrо из функций 2mvm(Р, tj р' , т).
на которой были основаны предшествующие рассуждения.

Сделаем предварительную оценку интеrрала

W(P, t) j d1J {JJ :п ,(Р, t; Р', 0)р.(Р',0) da' },
7' (8)

rде /-l(Р', т) некоторая функция, для которой

1/-l(Р, т) I f(т).



В этом случае будем иметь

IW(P, t)1 j f(8) иfI: ,(P,t; Р', фа' } dIJ

7' (8)

t

{
2

}()
1 3 rl cos ср! т

d' d()== 1 f() 11 [ 2J1r(t ()) ] 2(t ())
ехр [ 4(t ()) ] и

7' (8)

t

{
1+>' 2

}
Е т

рр' Трр'

2(2J1r)3 1 f(()) 11 (t ()) 
ехр [ 4(t ()) ] do- d()

7' (8)

t

(
A

)
Е.А

1
f(())

(J1r)3 21 >'
7' (t ())1  

х

{ 1
8

11
1+>'

11 d11

}х [ 4A(t ()) ]"""2 ехр [ 4A(t ()) ] 4A(t ())
d()

о

t 00

А А

1 f(()) 1( ) х Е exp( z)z dz ==

(J1r)3 21 >' а
(t ())1  7' О

(
3 + Л

)
t

r А
1+>'

12  """2Ах Е
(J1r)3 21 >' ( а )

7'

f(())
d()

>.

(t ())1  

t

==в.1
7'

f(())
d()

>. '

(t ())1  

rде В константа. Допустим, что для HeKoToporo номера т функция
vm(P, t; р', т) является оrраниченной функцией.



Пусть IVm(P, t; Р', T)I С; тоrда

IVm+l(P,t;P',T)1
t

 CBJ
7'

(
Л

)d()
r

л
==СВ. 2 .(t T)4,

(t ())1 2 r(1 + )

r(Л) t

IVm+2(P, t; Р', T)I св2
.

"2
Л

. J
r(1+"2) 7'

r2 ( )
== св

2 2

Л
. (t т)2'4,

r(1 + 2"2)

л

(() Т)2
d(}

л

(t (})1 2

rk l( ) t

I Vm+k(Р, t; Р', т)1 CB
k 2

Л
. J

r(1+(k 1)"2) 7'

(() T)(k 1)'4
л

d() ==

(t (})1 2

rk ( )
== CB

k 2

Л
. (t T)k'4,

r(1+k"2)

Таким образом, если некоторая vm(P, t; Р', т) равномерно оrраничена,

то ряд 2mwm(to, то) сходится при любых значениях to, то.

Итак, нам остается доказать для HeKoтoporo номера m оrраниченность

функции vm(P,t;P',T) при Р,Р' С В.

Допустим, что

I (
,

I
Мт

[ T p, ]Vm Р, t; Р , т)
(t T)'/'Тn

ехр  8т
4(t т)

,

rде Мт"т,8т некоторые постоянные, причем (,т < 2, 8т < 1).



Функция V
o удовлетворяет этому неравенству, так как

IVO(P,t;P',T)1 == I (P,t;p',T)1 ==

(
1

)
3
r
рр'

cos ер

[ T р' ]exp 
2V1r (t т) 2(t т) 4(t т)

Е
. Ао .

1
ехр [ 8

т2

] ==

(2J1r)3 (t T)2 4 °4(t т)

Мо
[ 8

т
2

]==

(t т)'/'о
ехр

°4(t т) (/0 == 2  ),
причем в последнем неравенстве мы пользуемся тем, что

z1+л ехр( z2) Ао ехр [ 80z2]
или

z1+л ехр [ (1 80)z2] < Ао (80 < 1).

Итак, наше основное неравенство для т == О доказано.

Мы докажем, что

л
/т+! == /т 2"

л л
ИЛИ /т ==

/0 т. == 2 (т + 1) ;
2 2

для наименьшеrо т, для KOToporo

/т
== /0 т. == 2 (т + 1) .

== р < О, т. е. т == [ ] 1,

получим, что

IVml (М) ехр [ 8т. 4(

т
2

) ] C(t т)Р (С == Мт ; Р> О),
t т ,/,т t т

откуда будет следовать равномерная сходимость ряда 2mvm(p, t; Р', т) для
любоrо промежутка то т t to, которую нам надо доказать.



Итак, рассмотрим интеrрал, который потребуется нам несколько раз в

дальнейшем:

t

1 == J d(}1

т {U
А1 т

2

ехр [ 8
рр' ] х

(t (}I)q 4(t (}I)

2

}
А1n Т

р1р
'

Х

((}1 т)'"Уn
ехр [ 8n4((}1 т) ] dal (8) 8n).

Разобьем поверхность интеrрирования на две части В, В, полаrая S

состоящей из тех точек Рl, rде
,

т ==
TpF\ < т == Т

р1р
"

а S из остальных, т. е. rде т' Т. Далее, назовем через 81 совокупность тех

точек Рl, для которых
1 1

т ==

TpF\ 4:
То ==

4: Трр"

Очевидно, что 81 С В, так как если Рl С 81, то

, 3
Т == Т

р1р
' То Т

4: То
> Т.

Обозначим через 82 со купностьостальных точек В. Разбивая аналоrич 

ным образом на части В, получаем разбиение на четыре части

То
81, rдe Т

4'
То ,

82, rде 4
< Т Т,

8з,
, То

rде Т> Т >
4'

То ,

rде 4
Т .84,

Разобьем интеrрал 1 на четыре части, полarая

t

Ik == J d(}1

т ([1
А1

[
т2

]ехр  8 х
(t (}I)q 4(t (}I)

м '2

}Х ехр  8n dal
((}1  )'"Yn [ 4(() т) ] (k == 1,2,3,4).



1. Оценим 11. Заметим, что для точек Р1 С 81 имеем

(
,

)
2 2 2

2
2 2

2 ......
т == т + То ТТО cos а Т + ТО ТТО r

2
2 2 ТО 2 ТО

;:::Т +To 2T04==T+2;

так как ОП < О, то

t

[1 ,;; М. мn 1 dOl {11 (t 01)QtOl Т)"
Х

т (8)

[ [
т2 (т')2

] ] }х ехр  On
4(t (}1)

+
4((}1 т)

dU1

t
2

J [ То 1

]
d(}lМ . Мn ехр  On' . х

2 4((}1 т) (t (}l)q l((}l T)'Yn l
т

JI [
T
2
(t т)

]
d(}l

х ехр  иn

4(t (}1)((}1 т) (t (}1)((}1 т)
(8)

2
t

ММn 4А

[
ОП ТО

] J
d(}l

.

ехр
. х

(t т) ОП 2 4(t т) (t (}l)q l((}l T)'Yn l
7'

00

х J ехр [ б'
П(t т)

] . .

dП(t т)
n

4A(t (1)(01 т) 4А (t (}1)((}1 т)
О

м . Мn 4А

[
ОП Т5 ](t т)

.

б;: ехр  "2.4(t т)
х

r(q) . r(,n) 1
х .

r(l + q + ,n) (t т)'Уn (З q)

M  l
[

ОП Тб
]==

(t T)'Yn (2 q)
.

ехр  2'4(t т)
.



2. Оценим интеrрал [2:

t

[, "" М 'Мn 1 d6, {11 (t O,)qto, 7)"'х
т (82)

[ [
т2 (т')2

] ] }х ехр  on
4(t (}1)

+
4((}1 т)

dal

t

М М J
d(}1

. х" n

(t (}1)q I((}1 T)'Yn 1
7'

{ j
r

{ [ о
т
2
(t т)

]
dal

}Х

J
ехр n

4(t (}1)((}1 т)
.

(t (}1)((}1 т)
(82)

t

М . МN 4А

J
d(}1

(t т)
.

оп (t (}1)q I((}1 T)'Yn 1
Х

7'

х { 1
п( 'f)

ехр [ o
П(t т)

] .

оп
.

dП(t т) }n

4A(t (}1)(ОI т) 4А (t (}1)(ОI т)

(О) t

М . Мn
.

4А
.

ехр [ O
П
4 ] J

d(}1
==

"

(t т) ОП
n

4A(t т) (t (1)q I((}1 T)'Yn 1
т

м . МN 4А

[
а Тб

]==

(t т)
.

оп
. ехр  on

16А
.

4(t т)
Х

r(q) . r(лn ) 1
Х

r(l + q + /'n) (t T)'Yn (3 q)

м(2) 2

==
(n+l)

. ех [ o .
ТО

](t T)'Yn (2 q)
р n

16А 4(t т)
.

Интеrралы [3 и [4 оцениваются аналоrично [2 и [1.



Таким образом, называя

.

(
8т 8т' а

)8т+1 == mш

2' 16А
'

4

(k)Мп+l
== Мт+l

k==1

и ,т+l
== ,т (2 q),

получаем, что

II(P, t; Р', T)I
(t     +1ехр [ 8т+14(/i т) ],

rде То ==

Трр"

В применении к нашему случаю будем иметь

IVm+1(P, tj Р', T)I ==

t

1 dOl { 11 ': (Р, t; P1 , О,) . Ут(Р" О,; Р', 11') dи} ,;;

7' (8)

,;; j dВ, иl
7' (8)

Мо

[
т2

]. ех  8 х

(t OIYYO
р

°4(t 01)

Мт (Т')2 }Х

(01 T)'i'тn
.

ехр [ 8т. 4(01 т) ] dUl .

Пользуясь предшествующей оценкой, rде М == Мо, а

,
л

q ==

'0
== 2  ,

2

получаем, что

IVm+1(P, t; Р', T)I
(t     +lехр [ 8т+1.

4(t
Ti т) ],

причем
л

,т+1 == ,т (2 q) == ,т 2'
чем и доказана равномерная сходимость ряда, составленноrо из функций

2
m
vm(p, t; Р', т).



5. Аналоrично можно произвести изучение функции rрина

С//(Р, t; Р', т),

соответствующей второй краевой задаче уравнения теплопроводности. Эта

функция определяется как

С//(Р, t; Р', т) == U(Р, tj Р', т) и//(Р, t; Р', т),

rде 'и//(Р, t; Р', т) удовлетворяет уравнению теплопроводности по Р, t при

фиксированных Р', т, по Р', t при фиксированных Р, т и условиям

и//(Р,т;Р',т) == О,

ди//(Р, t; Р', т) дU
(Р

. Р
'

), t, ,
т для

дnр' дnр'

р' с В,

так что

aG//(P,t;P',T)
== о

дnр'

Нетрудно видеть, что

для р' с В.

G//(Р, t; Р', т) == /-lо(Р, t; Р', т) + 2 /-l1 (Р, t; Р', т) +

+ 22 /-l2(Р, t; Р', т) +... + 2т /-lm(Р, t; Р', т) +... == U(Р, t; Р', т)+

+ j dOj { JJrJ; 2
m
ym(p,t;Pl,Oj)] . U(Pj,Oj;P',r)Mj }.

т (8)
 o

Действительно, очевидно, что этот ряд удовлетворяет уравнению

теплопроводности, поставленным начальным условиям и

aG//(P,t;P',T) aU(P,t;P',T)
Нт == +

P'-----+P c8 дnр' дnр'

t
00

+ ! d(}l {!! lt 2
m
vm(p,tjPl,(}1)] U(Pl,(}ljP ,T)dal} 

т (8)
 o

[ 2
m
vm(p, tj P ,т) ] == О,

в силу определения функций vm(P, t; Р', т).



Сделаем оценку значений /-lm (Р, t; Р' , т), коrда Р и Р' находятся на В,

которая весьма полезна при решении задач математической физики.
Предварительно нам надо произвести некоторые вспомоrательные oцeH 

ки, аналоrичные предшествующим.

Пусть некоторая функция

II/(P, t)1 < f(t).

Оценим интеrрал

t

v(P',t) == 1 d6 {11 I/(P,(}). U(P,6;P',T)da }
т (8)

t
2

1 f((})d6 { 11 ехр [ 4((}T т) ]
т (8)

da

(2V1r (() т))3 } 
t 00

(
1

)
3 А

1
f((})

1 [
n

]
dn

v1i
.

"2
.

л-=r'
ехр

4А((} т) 4А((} т)
т О

t

==в.1
f((})

d(}.
у(} т

т

Функция rрина G11 (Р, t; Р' , т) была определена нами как раз COCTaB 

ленной из слаrаемых

t

/-lm(Р,t;Р',т) == 1 d(}l {11 I/m(P,t;Pl,(}1)U(Pl,61;P',T)dal },
т (8)

причем нами было доказано, что, начиная с HeKoToporo номера то, функ 
ции I/m (Р, t; Р', т) оrраничены и образуют ряд, равномерно сходящийся.

Отсюда и из только что приведенной оценки следует, что

00

L /-lm(Р, t; Р', т)
т O

является оrраниченной функцией, коrда т и t меняются в некоторых

пределах то, tO.



Рассмотрим теперь J.Lm(P,t;P',T) при т < то

t

lJ.Lm(P,t;P',T) I  !d()l {!!
т (В)

мп

[
r
2

]ехр  бm х

(t ()1)Т'т 4(t ()1)

м

[
(r' )

2

] }х ехр d(]"l .

(()1 T)q 4(()1 т)
.

причем здесь

м == (2 )3'
3

q ==

2'

1
Пользуясь предшествующей оценкой и тем, что 2 q ==

2
> О, получаеы

I (
'

) I
м:п

[ 5:' r p' ]J.Lm Р, t; Р ,
т

1 ехр  ит
4( )

'

(t T)"т "2" t т

М
, 5:' 1 3

rде m
И и

т константы, "1т 2
<

4"'

Неравенство только усилится, если, выбрав

м' == тax(M ,M ,.. .

, M:пo l) и б == miп(б ,.. .

, б о l)'

мы напишем

1
м'

[
r
2

]I J.Lm (Р, t; Р', т) < з ехр  б'
4( )

'

(t T) 
t T

Так как ряд из J.Lm, начиная с то, оrраничен, то, увеличивая подходя 

щим образом м' (зависящим от интервала (to, то), в котором меняется т, t),
получаем, что

м'

[
r
2

]Gп(Р,t;Р',т) < з ехр  б

( )
'

(t T) 
4t T

Сделаем оценку величины

F(t, т) == тах !! Gп(Р, tj Р', т) d(]"',
(РеВ)

(В)



которая, очевидно, дается формулой

00

М' 4А

J [
б n

]
б dn

F(t, т) .

т
.

ехр
4A(t т) 4A(t т)

==

о

М' 4А РО
==

 'T== '

rде РО константа, зависящая от (то, to), т. е. от интервала изменения т и t.

Примечания

[1] Этой теореме можно придать несколько более общую форму, pac 

сматривая вместо Ди Аи == О уравнение

8и 8и 8и
Ди +a +ь +c Аи == О

8х 8у 8z

(а, Ь, с постоянны). Действительно, это уравнение при помощи введения

новой неизвестной функции v, определяемой соотношением

и == ехр [  (ах + ьу + cz)] V,

сводится к уравнению

(
а2 ь2 с

2

)Дv А + + + == о
4 4 4

'

причем, если А > О, то

1
А + (а

2
+ ь

2
+ с

2
) > О

4

и тем более. Так как произведенная замена касается только неизвестной

функции, то область, для которой ставится краевая задача, при этом OCTa 

ется неизменной. Последующие доказательства проводятся для простран 

ства 3 xизмерений, хотя метод относится к любому числу измерений.

[2] Доказательство этих утверждений, даже в форме несколько более

общей, дается в основной теореме 9 2 настоящей работы. См. также приме 

чание [15].



[3] Доказательство этих хорошо известных свойств интеrрала Poisson'a

для двух переменных х и t см., например, Goursat. Cours d'Analyse, Vol. IП,

ch. XXIX.

[4] Действительно, рассмотрим функцию иНР, t), определенную на 18

при t to, rде to < О, удовлетворяющую уравнению теплопроводности для

Р С <В, t > to и условиям

иНР, to) == О (для Ре <В ),

ui(P, t) == О

ui (Р, t) == щ (Р, t)

(для Р с С, to :::; t :::; О),

(для Р с С, о:::; t).

Очевидно, в силу теоремы единственности, что иНР, t) == и1(Р, t) при

t О, чем и доказано, что Дщ непрерывен при t == О.

[5] Относительно функции
4

1
ехр ( J.Lrppl) и свойств потенциа 

тr r
рр'

лов, образованных при помощи этой функции см., например, Сте-к;лов.

Основные задачи математической физики. Ч. П, rл. У.

[6] Аналоrичным методом доказывается следующая

Те о р е м а. Если Фун-к;'U,ия С(Р, Л), удовлетворяющая уравнению

L(u) == О внутри фундаментальной для эт020 уравнения области <В, npи 
ни.мает на 2ранице ее С зна"lения <р(Р, Л) непрерывные и дифферен'U,иру 
е.мые по Л k раз, то существуют та-к;ж;е nроизводные С(Р, Л) по Л до

nоряд-к;а k, являющиеся непрерывными Фун-к;'U,иями Р в <В .

[7] См., например, цитированную в [5] книrу Сте-к;лова или более по 

дробно, статью Petrini. Sur les derivees premieres et secondes du potentiel /:'

Acta Math. 1908. У. XXXI. Р. 127.

[8] Применение теории Hilbert'a Schmidt'aдает, что только для счеТНОiО

числа значений Л: Л1 ,..., Лn ,... область <В не является фундаментальноЙ
для уравнения Ди Ли == О, причем, как доказано, все Лi отрицательны.

[9] Rothe Е. Wiirmeleitungsgleichung mit nichtkonstanten Koefficienten 1

Math. Ann. 1931. В. 104. S. 340.

[10] В цитированной работе Е. Rothe функция <р полаrается равной нулю.

что не является оrраничением, так как там рассматривается неоднородное

уравнение. Однако при сделанных предположениях о функции <р теореыа

доказывается тем же методом без каких либоизменений.



[11] См. цитированную в [9] статью Е. Rothe, Hilfsatze, 1 und 11.

[12] В настоящем параrрафе мы не будем более предполаrать, что <в

является фундаментальной областью.

[13] Будем обозначать, как обычно,

и(Ро , to) == lim [inf и(Р, t)];
8(v) 0 v

u(Po,to ) == lim [supu(P,t)],
8(v) 0 v

rде v некоторая окрестность точки (РО, to) в пространстве четырех из 

мерений х, У, z, t и б(v) диаметр этой окрестности. Равенство и(Р, t) == а

(а некоторое число) мы понимаем в том смысле, что

и(Р, t) == и(Р, t) == а.

[14] Функция

U(х, t) == (.fi )3
ехр (  ;),

как известно, удовлетворяет уравнению

8
2
u 8U

8х2 дt

и условиям

U(О, t) == О (t О); U(х, О) == О (х > О).

Но U(х, t) /=0. Леrко построить аналоrичные примеры в простран 

стве. Рассмотрим какую--либо фундаментальную область <в и оrраниченную

функцию U(Р, t), удовлетворяющую уравнению теплопроводности

Ди ==

8и
(внутри <в и для t > О)

8t

и УСЛОНИИМ

U(Р, О) == 1,

U(Р, t) =: О (на rранице).

Сопоставляя результаты 99 1 и 3, нетрудно доказать, что существует

производная этой функции

8U
U1 (Р, t) ==

8t
(Р, t) (всюду, кроме Р С С, t == О),



являющаяся решением уравнения теплопроводности, удовлетворяющим

условиям

И1 (Р,О) ==0

И1 (Р, t) == О

(Р с IВ),

(Р с С, t > О),

причем, очевидно, что И1(Р, t) =/:. О.

[15] Ввиду простоты мы воспроизведем

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

И(РО, to) > т, РО С IВ, to > t1.

Рассмотрим функцию

v(P, t) == И(Р, t) k(t to),

rде k > О и столь мало, чтобы функция v(P, t) на множестве

Р < IВ, t1 t to

достиrала максимума в точке

РО , to, РО < IВ, to > t1.

Тоrда в этой точке

Дv О и

8v
О

дt
7

и

8v 8v
Дv == ди + k О

8t 8t
 ,

что противоречит предположению, так как в этой точке

8И
ДИ

8t
+ k == k > О.

Доказательство для минимума аналоrично. Сравни Petrowsky J. Zш
ersten Randwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung // Compos. Math.

1935. У. 1. Р. 383.

[16] Это построение подобно построению функции rрина для уравнеНIIЯ
ди Ли == О (Л О), проведенному в 9 1.



[17] Аналоrичным методом доказывается следующая
Те о р е м а. Если Фун'К;'Ция U(Р, t; л), удовлетвор,я,ющая уравнению

теплопроводности внутри фундаментальной для этО20 уравнения обла 

сти (В, принимает на 2рани'Це С этой области и при t == О непрерывные

зна"lения, дифферен'Цируемые по л k раз, то существуют та'К:же nроиз 

водные U(Р, t; л) по л до nоряд'К:а k, являющиеся непрерывными Фун'К;'Ци,я,ми
P,t ил.

[18] См. Gevrey, Equations aux derivees partielies du type parabolique //
Journ. de math. pures et appl. (6). 1913. У. 9. Р. 410.

[19] По поводу поверхностей типа Ляпунова см., например, Gunter N.

La theorie du potentiel et ses applications aux problemes fondamentaux de la

physique mathematique, Ch. 1 Gauthier Villars, 1934.

[20] См. Gиnter N., ор. cit., р. 25.

[21] Эти свойства потенциалов хорошо известны и MHoroKpaTHo доказы 

вались. См., например, Levi Е. Е. // Annali de Matematica. 1908. Gevrey,
ор. cit. [18], но ввиду простоты доказательств, мы воспроизведем их для

полноты изложения.

[22] Отметим, что

00 00

J ехр ( a2) а
2 da == [  .

ехр ( (2). е]: + J ехр ( аЗ)da == V: .

о о

Поступила в редакцию

7 апреля 1937 r.



МАТЕМАТИКА

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ТЕРМОПАРЫ

А. н. Тихо'Нов

(Представлено а-к;адеми-к;ом С. Н. Бернштейном 21 VIII1935)

Всякий прибор, внесенный в физическое поле для измерения ero веЛIl 

чины, вносит с собой изменение поля. Показания прибора дают нам, вообще

rоворя, действительную величину измененноrо поля, а не ту, которая нас

должна интересовать, т. е. которая была бы, если бы естественный ход поля

не нарушался внесенным в Hero прибором.
При измерении температуры поля термопарой происходит отток теп 

ла из поля в термопару, что и вызывает изменение температурноrо поля

(отмеченное обстоятельство имеет тем большее влияние, чем меньше теп 

лопроводность измеряемоrо тела). Это явление чистой теПЛОПРОВОДНОСТII

осложняется тем обстоятельством, что при прохождении возникающеrо в

термопаре электрическоrо тока через спай (явление Peltier), также и ВДО.:IЬ

всей проволоки (джоулево тепло) происходит выделение тепла.

Нашей задачей является установить соотношение между наблюдаемоЙ

температурой u*(t) в точке измерения и температурой u*(t), которая была

бы в этой точке, если бы температура поля не подверrалась изменению.

зависящему от перечисленных обстоятельств:

1) начальное тепловое состояние термопары и теплоотток в термопару.

2) явление Peltier,

3) выделение в термопаре джоулева тепла.

Будем считать, что измеряется температура однородной проволоки бес 

конечной длины. Термопару будем представлять в виде двух спаянных на

концах однородных (но различных) проволок бесконечной длины, приче!\I

один спай (находящийся в бесконечности) поддерживается при постоянной

(нулевой) температуре, а друrой в некоторый момент t == О соприкасается

с точкой проволоки, температуру которой измеряем.

Относительно термопары мы сделаем следующие предположения.

ДОКЛ. АН СССР. 1935. Т. IV (IX), N' 4 5(73 74). С. 168 172.



1. Если разность температур равна и, то в термопаре возникает элек 

трический ток силы i == <р(и).

2. Если через спай проходит электрический ток силы i в течение про--

межутка времени b..t, то в нем выделяется количество тепла Q == F(i) . b..t

(явление Peltier).

3. Если через термопару проходит электрический ток силы i в течение

промежутка времени b..t, то на единицу длины первой проволоки выделяет 

ся количество тепла, равное 11 . b..t, а на единицу длины второй проволоки

12 . b..t.

Обычно считают, что такие функции имсют DИД

<р(и) == а. и; F(i) == (З. i; fI(i) == /1' i
2

; 12(i) == /2' i
2

,

rде а, (З, /1, /2 постоянны, но нам нет в этом никакой необходимости, и мы

будем принимать, что они являются некоторыми непрерывными функция 
ми своих aprYMeHToB.

Уравнения распределения температур в проволоках термопары будут:

д2
щ(х, t)

[ [ ( ]
aUj(X, t)

kj дх2 +1j<pUjO,t)]==CjPj at
' (j==1,2) (1), (2)

rде k1 ,
k2 , С1, С2, Р1 , Р2 соответствующие физические постоянные.

Пусть и(х, t) температура проволоки без изменений, вносимых Tep 

мопарой. Эта функция моrла бы быть определена при помощи значений

и(х, О) (т. е. в момент начала измерений) и уравнения теплопроводности

k
a2 д 

.

дх2
ер

at
' (3)

k, е, Р константы изучаемой проволоки.

и(х, t), деЙствительная темпсратура проволоки, удовлетворяет тому же

уравнению (3) для всех х =F о; при х == О, т. е. в точке измерения, имеет

место отток тепла.

Пусть qo (t) поток тепла через точку х == о; тоща

k[
aU(E,t) aU( E,t)

] ( )--------------- qo t .

дх дх E" O
(4)

Условия, связывающие температуры проволоки и термопары, состоят

из двух частей.



Во первых,мы ДОЛЖНЫ приравнять температуры проволоки и TepMO 

пары в точке измерения.

Во--вторых, подсчитать тепловые потоки в этой точке, притекающие и

вытекающие.

Эти условия дают

ur(O,t) == U2(0,t) == u(O,t) [== u*(t)],

qo(t) + Q(t) == ql(t) + q2(t),

(5)

(6)

rде

. ( ) k .aUj(x,t) 1qJt J д
'

х х==о

тепловые потоки в проволоке термопары и

(j == 1, 2) (7), (8)

Q(t) == F[rp[u*(t)]] (9)

тепло, возникающее в спае.

Кроме Toro, должны быть удовлетворены начальные условия

и(х,О) == и(х,о); иl(Х,О) == 'Фl(Х); и2(Х,0) == 'Ф2(Х), (10)

rде 'Фl (х) и 'Ф2(Х) заданные функции, представляющие начальное тепло 

вое состояние термопары.

Таким образом, мы должны решить систему уравнений (1), (2), (3)

k
д2

и(х, t) ди(х, t)
О. (Х ...L О )

дх2 ср
дt
 , I

k
a2Ul(x,t) aUl(X,t) ! [ [ (О )]]

.

1
дх2 СIРl

at
1 rp ur ,

t
,

k
д2и2(Х, t) ди2(Х, t)

! [ [ (О t)]]2
дх2 С2Р2

at
2 rp tt2 ,

С условиями (5), (6)

(А)

и(О, t) == щ(О, t) == и2(0, t),

qo (t) + Q (t) == ql (t) + q2 (t ) , } (В)

rдe qo(t), ql (t), Q2(t), Q(t) определяются формулами (4), (7), (8), (9) и

начальными условиями (10):

и(х,о) == и(х,О); иl(Х,О) == 'Фl(Х); и2(Х,0) == 'Ф2(Х)' (С)



Нетрудно видеть, что

и(х, t) == и(х, t) 
t

J
а

ехр [
х2

]
QO(T)

dT, (а
2

==

C

k

p ) ' (11)
2 4a2(t T) k

О

так как в этом случае и(х, t) удовлетворяет уравнению (3), условию (4) и

имеет начальное значение и(х, О) == и(х, t).

Функции ul (х, t) и и2 (х, t) берутся в виде

too

{
1 aj (х  )2

и' ехрJ
2 JJ [ 4a;(t т) ]

О О

[
(х +  )2

] }
1

ехр
4 2(  )

jj[<Р[Щ(О, т)]] d1. dr +
a
j

t r СЗР]

1

J
t

а .

[
х2

]+
2 А ехр

4a (t т)
Щ(Т) dr +

О
J

+2 JJt { ехр [ 
(х

 y )2] ехр [ (X4:Y )'] }Ф;Ю d ,

О

(
2 kj

)a.  
J

С'Р
'

'

J J

(j == 1,2), (12)

rде Щ (т) неизвестные функции; причем для тoro, чтобы удовлетворялось

условие (5), нужно, чтобы

t t

аl
. J

J.Ll(r)
dT == а2' J

J.L2(r)
dr ==

2  2  
О О

t

а 1

J
QO(T)

== и(О, t) k
.

2 
dT [== u*(t)]. (13)

О



Вычислим

too

q-(t) ==  kдщ(х,t) 1 == // х
J дх х=о 2..,fi 2аj(t т)Зj2

о о

[
 2 1 1

х ехр ]  f'[<р[u-(О,т)]] dт+ k-J.L-(T) 4aJ(t т) CjPj
J J 2 J J

00 t

/ ехр [ ] 'Ф _( ) ==
kjaj

. / fj [<р[щ (О, т)]]
dT+

2..,fi 2аjt
Зj2 4aJt

J
CjPj 2..,fi

о о

1 kj /
00

[
е

]+
2 kjJ.Lj(T)

2..,fi 2аjtЗj2
ехр

4aJt
'Фj( )d . (14)

о

Таким образом, уравнение (6) может быть записано в виде

t

qo(t) ==  klJ.Ll(T)+  k2J.L2(T)
k1 al

. / fl[<p[u(O, т)]]
dT 

2 2 СIРl 2..,fi
о

t 00

k2 a2
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dT / ехр [ ] 'Фl( )d  С2Р2 2..,fi 2..,fi 2аltЗj2 4a t
о о

00
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2.fi 2а2tЗj2
ехр [ 4a t] 'Ф2(О d Р[<р[и(О, т)]]. (15)

о

Исключим из уравнений (13) и (15) все неизвестные функции J.Ll(t), J.L2(t) ,

Ql(t), Q2(t).
Установим предварительно некоторые соотношения

(а)

т t

/
1

{/ Л<р[u(О, т)]]
dT } dt ==

vT t
о о

т т т

== / л<р[u(о,т)]] {/
dt

} dТ==1r / л<Р[и(0,Т)]]dТ.
V(T t)(t т)

о т О



(Ь) Если некоторая оrраниченная функция удовлетворяет уравнению

теплопроводности

2 a
2
v(x, t) av(x, t)

а

дх2
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дt
(O x<oo),

то

t

1
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дх

dT.

Положим
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]v(x, t) ==

fi. ехр 2
yt 4а t ( > о).

Эта функция оrраничена и удовлетворяет уравнению теплопроводно--

сти, следовательно,
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Отсюда заключаем, что
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Пользуясь последним звеном равенства (13) и (а) и (Ь), непосредственно

получаем

t

и(О, t) == и*(t) == и(О, t) +
k
a. 1;;:;; 1 ;fh dT ==

2у 7r t т

О

t t
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Как уже упоминалось, функции 'р, fl, f2, F имеют вид

'Р(и) == а. и; F(i) == fЗ. i; fl(i) ==,1' i
2

; f2(i) ==,2' i
2

.

Так что можно получить
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В таком случае

и*(t) ==и*(t)[l + 2: ( + )]+
t t

а а
2

з з J
* 2

а аfЗ

J
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+
k' 2y'7r

(-'Yl al + /2а2) и (т) dT +
k
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dT+

о о
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+  . J ехр [ ] 'Фl( )d  k al 2..Jff -It 4ayt
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k2 1 al  2
 . J ехр [ ] 'Ф2( )df, .

а2 2..Jff -It 4a t
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Это и есть выражение функции и*(t), представляющей искомую TeM 

пературу, через u*(t), температуру наблюдаемую. Первое слаrаемое в этом

выражении представляет поправку на чистый отток тепла, если начальная

температура термопары равна нулю, т. е. температуре конца, поддержива 

eMoro при постоянной температуре, второе поправку на джоулево тепло,

третье на явление Peltier и, наконец, четвертое на начальное распр!?

деление тепла в термопаре.
В частности, если проволока, температура которой измеряется, одина 

KOBoro качества с термопарой, т. е. их константы а и k одинаковы, началь 

ные распределения

'Фl(О == 'Ф2(О == о,

т. е. равны той температуре, при которой поддерживается второй конец, и

мы пренебреrаем эффектом джоулева тепла и явления Peltier, то

и*(t) == 2и*(t).

Итак, при указанных условиях MrHoBeHHo устанавливается постоянная

температура, равная 50% той, которую мы определяем.

Научно исследовательскийинститут математики

при Московском roсударственном университете

Поступило 27 УII 1935



MATHEMATIQUES

THEORIE MATHEMATIQUE DU COUPLE

THERMOELECTRIQUE

Рат А. Tichonov (Tychonoff)

(Presente рат В. N. Bernstein, de l'Acadeтie, [е 21. VIII. 1935)

Tout appareil qu'on introduit dans un champ physique pour еп mesure[

l'intensite provoque ипе certaine alteration de се champ. Notre appareil nous

donne donc l'intensite du champ modifie et поп pas сеНе du champ initial qui
nous interesse еп realite.

Quand оп mesure la temperature а l'aide du couple thermoelectrique une

partie de la chaleur passe dans le couple, d'ou provient une certaine alteration

du champ thermique (l'influence de се fait est d'autant plus grande que la

conductibilite du corps est plus faible). Се рМпоmепе purement thermique se

complique par le fait que le courant electrique produit un degagement de сhаlеш

еп passant par la soudure du couple thermoelectrique (effet de Peltier) de тете

qu'en passant le long du fil (сhаlеш de Joule).
Nous voulons etablir la relation entre la temperature u*(t) observee et la

temperature и*(t) qui existerait еп се point sans l'alteration causee par les

facteurs susmentionnes:

1) l'etat thermique initial du couple et l'ecoulement de chaleur qui s'y dirige:

2) l'effet de Peltier;

3) le degagement de la сhаlеш de Joule.

Soit а mesurer la temperature d'un fil homogene infini, le couple thermoelect 

rique se composant de deux fils infinis homogenes (mais diffel'ents) dont les

extremites soient soudees; l'une d'entre eHes (сеНе qui se trouve а l'infini)
maintenue а une temperature constante (zero), et la seconde mise а ип moment

t == О еп contact avec le point dont оп veut savoir la temperature.

Comptes Rendus (Doklady) de ['Academie des Sciences de l'URSS. 1935. IV (IX), N'4 5

(73 74). P.177 182.(франц.)



Nous ferons de plus les suppositions suivantes:

1. Si la difference de temperature des deux soudures est и il se produit dans
le couple ип courant electrique d'intensite i == 'Р(и)

2. Le courant d'intensite i passant par la soudure durant le temps b..t produit
ипе cel'taine quantite de chaleur Q == F(i) . b..t (effet de Peltier).

3. Le courant d'intensite i passant par le premier fil du couple durant le

temps b..t produit ипе quantite de chaleur egale а 11 (i) . b..t et celui passant par
le second filla quantite 12 (i) . b..t.

Ordinairement оп admet que ces fonctions sont de la forme de

'Р(и) == СУ' и; F(i) == {3. i; 11(i) ==,1' i
2

; 12(i) ==,2' i
2

,

СУ, {3, ,1,,2 etant des constantes. Mais nous n'avons pas besoin de cette

restriction et supposons seulement que се sont des fonctions continues de leurs

arguments.

Les equations de la distribution de la chaleur dans les fils du couple
thermoelectrique sont

д
2
щ(х, t)

[ ]]
дщ(х, t)

kj
дх2 +1jlp[щ(0,t) ==CjPj at

' (j == 1,2) (1), (2)

k1 , k2 , С1, С2, Р1, Р2 etant des constantes physiques.

Soit и(х, t) la temperature qu'aurait le fil sans l'alteration due а l'introduction

du couple. Cette fonction pourrait etre definie par les valeurs и(х, О) qu'elle
prend au moment quand оп соттепсе la mesure, et par l'equation de la chaleur

ka2 д .
дх2

ср
at

' (3)

ои k, С, Р sont des constantcs du fil.

La temperature [ееllе du fil и(х, t) satisfait а la тете equation (3) рош
tous les х i- о; рош х == О (au point de la mesure) il se produit ип ecoulement

de chaleur dans le couple. Soit qo(t) le flux а travers le point х == о; nous avons

( ) == 1
.

k[
aи(c,t) aи( c,t)

]qo t 1т

д д
'

с.......о х х
(4)

Les conditions par lesquelles sont liees les temperatures du fil et du couple
thermoelectrique se composent de deux parties: premierement il faut egaler les



temperatures du fil et du couple еп leur point de contact; еп second lieu, il faut

evaluer les quantites de chaleur qui affiuent еп се point et qui еп partent.
Ces conditions nous donnent:

щ(О, t) == и2(0, t) == и(О, t) [== u*(t)]

qo(t) + Q(t) == ql(t) + q2(t)

(5)

(6)

ои

qj(t) ==  kjдЩ ;,t) Ix==o (j == 1,2)

sont les flu.x de chaleur dans les fils du couple et

(7), (8)

Q(t) == F['P[и*(t)]] (9)

la chaleur degagee dans la soudure.

De plus оп doit satisfaire au.x conditions initiales

и(х,о) == и(х,О); щ(х,о) == 'Фl(Х); и2(Х,0) == 'Ф2(Х) (10)

ой 'Фl (х), 'Ф2 (х) sont des fonctions donnees caracterisant l'etat thermique initial

du couple thermoelectrique.
Nous avons donc а resoudre le systeme (А) d'equations (1), (2), (3)

k
д2

и(х, t) ди(х, t)
О. (Х .....L О )

дх2 ср
дt
 , I

k
д2
щ(х,t) дщ(х,t)

== f [ [ (О t )]] .

1
дх2 СIРl

дt
1 'Р иl , ,

k
д2и2(Х, t) ди2(Х, t)

f [ [ (О )]]2
дх2 С2Р2

дt
2 'Р и2 ,

t

(А)

ауес les conditions

и(О, t) == щ(О, t) == и2(0, t),

}qo(t) + Q(t) == ql(t) + q2(t),
(В)

les fonctions qo(y), ql(t), Q2(t), Q(t) etant definies par les formules (4), (7), (8),
(9) et les conditions initiales (10):

и(х, О) == и(х, О); иl(Х, О) == 'Фl(Х); и2(Х, О) == 'Ф2(Х), (С)



Si l'on prend

и(х, t) == и(х, t)
t

2

/
а

ехр [
х

]
qo (т)

dT (
2 k

)а ==

ср
, ( 11 )

2.jii 4a2 (t т) k
'

о

la fonction и(х, t) satisfait а l'equation (3), а la condition (4) et possede les
valeurs initiales requises.

Les fonctionв щ(х, t) et и2(Х, t) sont а prendre sous la forme

too

{
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)a   J с.р
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'

J J

(j == 1,2), (12)

оп щ(t) (j == 1,2) sont des fonctions inconnues; рош que la condition (5) soit

remplie, il faut que l'on ait

t t

аl
. / J.Ll(T) dT == а2' /

J.L2(T)
dT ==

2.,fi 2.,fi
о о

t

а 1

/ qo(т)
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dT [== u*(t)]. (13)
о



Evaluons qj(t) (j == 1,2)

t 00

. t  kaUj(x,t)1 JJ хqJ ( )
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О О

 2 1 1
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Donc l'equation (6) peut s'ecrire соmmе suit:

t

( )
1
k ( )

1
k ( )

klal 1

J
fl[rp[u(O,T)]]

dqo t lJ.Ll Т + 2J.L2 Т . T 

2 2 Cl Pl 2..;:;r ..;r=т
о

t 00

k2a2
. J

f2[rp[и(0, т)]]
dT J ехр [ ] 'Фl( )d  

С2Р2 2..;:;r ..;r=т 2..;:;r 2al t3/2 4a t
о о

00

k2

J
е

2 r:;; 3/2
ехр [ ] 'Ф2( )d1, F[rp[и(o, т)]]. (15)
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о

Nous allons maintenant eliminer des equations (13) et (15) les fonctions

inconnues J.L 1 (t), J.L2 (t), ql (t), q2 (t).
Nous utiliserons а cet effet les deux remarques suivantes:

(а)

т t
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т т т
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v(T t)(t т)
о т О



(Ь) Рош toute fonction Ьоrnее satisfaisant 8. l'equation de la conductibilite

calorifique
2 a
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Cela pose, considerons
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cette fonction est bornee et satisfait а l'equation de la conductibilite calorifique,
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Еп utilisant le dernier membre de l'egalite (13) et les remarques (а), (Ь) оп

voit immediatement
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Nous avons deja mentionne que les fonctions 'р, Л, f2, F ont la forme de:

'Р(и) == а. и; F(i) == (3. i; fI(i) == 1'1' i
2

; f2(i) == 1'2' i
2

.



Dans се cas оп obtient

u*(t) ==u*(t)[l+ 2: ( :: + :: )]+
t t

а а
2

3 3 1
* 2 а аfЗ

1
и*(т)

+
k

.

2J1r
("Y1 a1 + 1'2а2) и (т) dT +

k
.

2J1r
dT+

о о

{
00

а kl 1 1 е
+  ' 1 еХР [ ] 'Фl( )d  k аl 2J1r Jt 4a t

о

k2 1

1
00

аl

[
е

] }а2

.

2J1r Jt
ехр

4a t
'Ф2( )d1. .

о

C'est Ыеп la forme de la fonction u*(t) qui represente la temperature
cherchee еп termes de u*(t), temperature mesuree. Le premier membre depend
seulement de la perte de chaleur qui aurait lieu si la temperature initiale du

couple thermoelectrique etait egale а zero, c. a d.а la temperature de la soudure

maintenue а un niveau бхе; le second depend de la chaleur de Joule, le troisieme

de l'effet de Peltier, et enfrn le quatrieme de la distribution initiale de la chaleur
dans le couple.

Еп particulier, si le fil dont оп mesure la temperature а les memes qualites
thermiques que le couple, c. a d.si leurs constantes а, k sont egales et si les

distributions initiales sont

Фl ( )== Ф2( )== О,

c. a d.si la temperature dans tous les points du couple thermoelectrique est

egale а сеНе de la soudure а l'infini, et si l'on neglige les effets de Peltier et de

Joule, alors оп а

u*(t) == u*(t) .2.

Donc, dans ces conditions s'etablit instantanement une temperature
constante egale а 50% de сеНе qu'on veut determiner.

Unstitut de Mathematiques
de l'Universite de Moscou

Manuscrit rec;u le 27 УН 1935



К СТАТЬЕ М. А. ВЕЛИКАНОВА

«rИДРОМЕХАНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

ПОВЕРхностноrо СТОКА»

А. Тихонов

(Мос'К:ва)

Целью настоящей заметки является устранение некоторой неточности,

допущенной при выводе уравнений стока в статье М. А. Великанова 1)
.

Рассмотрим какую либосмачиваемую поверхность. Для изучения явле 

ния стока воды по этой поверхности выберем на ее карте криволинейные

координаты х и у следующим образом. Пусть х == const уравнение ro 

ризонталей поверхности, а у == const уравнение линий стока opToro 

нальных траекторий к семейству х == const. Пусть == ср(ху) и 'fJ == -ф(ху)
являются декартовыми координатами карты, так что в формуле линейноrо

элемента длины

ds
2

== Е dx
2
+ 2Р dx dy + G dy2

коэффициенты имеют следующее значение 2) :

Е == ( )
2

+ ( ) 2,

F
дср дер

+
д-ф дф

дх ду дх ду
,

G == ( :)
2

+ ( ) 2.

Журнал rеофнзики. 1933. Т. III, вып. 1. С. 86 92.

l)см. ВелU'ICаnО6 М. А. rидромеханический анализ поверхностноrо стока // Журна..'!
rеофизики. 1931. N 1 2. С. 193 206.Приме'Ч. peJa'lC1nopa: член корреспондентАН

СССР М. А. Великанов ученик академика А. Н. Колмоrорова, ведущий советский

rидролоr.
2)F == О, так как линии х == const и у

== const ортоrональны.



Площадь элемента, оrраниченноrо линиями х, х + dx, у, у + dy равна

dы == 1 dx dy (rде 1 == D?, 'Тl1 детерминант Якоби).
D ху

Обратимся к подсчету баланса влаrи в элементе поверхности, располо--

женном над ММ'М"М"', бесконечно малом элементе карты (рис. 1).

х

у y+dy

Рис. 1

Обозначим через h смачивание по отношению к единице площади карты

за единицу времени, через р интенсивность потерь и q интенсивность

поверхностноrо стекания, т. е. количества влаrи, протекающей в едини 

цу времени через единицу длины rоризонтали поверхности в направлении

убывающих значений х.

За промежуток времени dt над стороной М"М'" протекает количество

влаrи, равное

q(xy). vGdydt,

так как длина rоризонтали, проектирующейся в М"М"', равна длине

М"М"', которая равна VG dy. Количество влаrи, протекающее над ММ',
равно:

q(x+dx,y). vG(x+dx,y). dydt.

Таким образом над элементом ММ'М"М'" остается количество влаrи,

равное

д д dы

дх (qvG) dx dy dt ==

дх (q vG) Т dt.

Изменение количества влаrи за счет смачивания и потерь в элементе

поверхности, расположенном над ММ'М"М"', равно:

(h p)dыdt,



так как h и р величины смачивания и потерь, отнесенные к единице

Площади карты.

Обозначим через z(x, у, t) толщину стекающеrо слоя, измеряемую в

направлении, перпендикулярном плоскости картьс

Тоrда приращение количества влаrи над элементом ММ'М"М'" за

промежуток времени dt равно:

az

at
dw dt.

Сопоставляя полученные результаты, получаем:

az 1 д r;::y
== (qV G) + (h р)

at 1 дх
'

или

az
== ! -/G. aq

+ (h р) + -я- (-/G).at 1 дх 1 дх

Это уравнение совпадает с данным М. А. Великановым, если поверх 

ность такова, что у можно принять за длину rоризонталей.

Предположим, следуя М. А. Великанову, что зависимость между скоро--

стью, толщиной стекающеrо слоя и уrлом наклона поверхности выражается

следующей формулой:
bv

2
== giz,

rде Ь коэффициент «шероховатости» поверхности.

Кроме Toro,

q == z .

v,

откуда получаем:
ь

z == v
2

. ,

g't

ь
q ==

'"""""""": v
3

g't

Подставляя эти величины в уравнение стока, получим:

av 2 -/G av gi v
2 a-/G

2v 3v  .== (h р) + .

 .

at 1 дх Ь 1 дх

Изучим подробнее сток с наклонной полуплоскости. rоризонтали этой

поверхности линии х == const, линии стока у == const (рис. 2).
Масштаб на карте мы можем выбрать таким образом, чтобы х явля 

лось расстоянием по оси х, а у расстоянием по оси у; тоrда dw == dx dy,
1 == 1, G == 1.



Начальные условия задачи таковы: при t == О и произвольном х (х > О)
V == О, так как в начальный момент на всей плоскости отсутствует стекание;

при х == О и любом t (t > О) V == О.

Величина у не входит в наше уравнение, так что мы можем rоворить,

что изучаем сток вдоль наклонной линии.

Для решения задачи мы должны взять характеристики, проходящие

через начальную кривую, состоящую из положительной полуоси х и поло--

жительной полуоси t (рис. 3).

v

х

Рис. 3

Через точку хо
== а (а > О), to

== О, V
o

== О проходит характеристика:

V
2

==
g1д

. t
Ь

'

Ее проекция на плоскость xt

уравнение:

V
З

==
g1д

. (х а)
Ь

.

(исключаем из этих уравнений v) имеет

3 g1д 2
t . == (х а)

Ь

и лежит в области 1 (рис. 3), rде

 :i
х>

у Ь
. t"l.

Для точек области 1, таким образом, имеем:

v==Yb,
t .

Через точку хо
== О, to

== {З ({З> О),

2 g1д
V ==

Ь
. (t (З),

Vo
== О проходит характеристика:

3 g1д
V ==

Ь
. х.



Ее проекция на плоскость xt имеет уравнение:

g2a
( (3)

3 2
 .t х
Ь

'

и лежит в области П (рис. 3), rде

ia 3
х < . t"2

Ь
.

Для точек области П, таким образом, имеем:

v == «g a. х .

Итак, функция v, являющаяся решением нашеrо уравнения, определена

следующим образом:

v == .Jgia . t
Ь

'

v == «gia . х
Ь

'

.Jgia
3

если х >

Ь
. t"2

,

.Jgia
3

если х <

Ь
. t"2

,

т. е. точка (xt) < 1,

т. е. точка (xt) < П.

v

Рис. 4. t == . х

gza

Распределение скоростей в точке х в зависимости от времени определя 

ется кривой (рис. 4):

v == .Jgia . t
Ь

'

2

если t
з

. х 3,
gи

2

если t
з

. х 3
.

gи
v == «gia . х

Ь
'



v

lJ х

Рис. 5.  3Х ==

V ь
. Т2

Распределение скоростей в момент t

(рис. 5) 4).
Т определяется кривой

v ==
gia

. х

Ь
'

если

ia 3

х . Т2-..;::

Ь
'

V
""" vgia

. Т Vgia 3

Ь
'

если х

Ь
. Т2 .

Если метеоролоrические условия в момент t == Т меняются (прекраща 
ется дождь), то при t > Т уравнения характеристик будут друrими. Чтобы

исследовать сток после прекращения дождя, решим следующую задачу.

Положим h р == о (t > Т) и исследуем сток, определяемый новым

уравнением с начальными условиями:

при хо
== О, to > Т, Vo == о;

при хо > о, to
== Т, Vo == f(xo )

(определяется рис. 4).
Уравнение в таком случае будет:

av 2av
2v

at
+ 3v

дх
== О.

Уравнение характеристик:

dt

2v

dx

3v2

dv

О

Интеrрируя, получаем:

Фl == v == С1 или

3vo
Ф2 ==

2
. t х == С2 или

v == vo,

3v
o

). (t Т == х хо'2

bv2
bv

2

4)Напомним, что z == """""""7" И q
==

"""""""7", так что, определив v в зависимости от х и t, нам
g2 g2

известны также толщина стекающеrо слоя v и расход воды q.



При хо == О и t == Т, Vo == О характеристика, проходящая через эту

точку, совпадает с осью t;

{9iaз
при хо, меняющемся от О до V ь

. Т2, характеристиками являются

прямые линии с уrловыми коэффициентами:
3 3з 
2

V
o

==

2 V ь
.

хо ;

(9iaз
для хо V ь

. Т2 характеристиками являются параллельные прямые

с уrловым коэффициентом:

V == vgia
. Т

2 о 2 Ь
.

v

х

Рис. 6

Вдоль каждой характеристики скорость сохраняет постоянное значе 

ние, которое может быть определено по значению Vo == f(xo ) при t == Т.

Таким образом, ход стока воды после прекращения дождя весьма леrко и

наrлядно определяется rрафически (рис. 6).
Аналитическое определение этоrо хода совершается следующим обра 

30М: если нам задано како!?либо значение х, t, то v(x, t) == f(xo ), rде хо

та точка прямой t == Т, в которой начинается характеристика, проходящая

через точку с координатами х, t.

Для определения хо по заданным х и t имеем уравнение:

3
Vo (t Т) == х хо,2

ff:йз gza gza
Vo

== f(xo ) ==

Ь
.

хо ==

Ь
. Т

,

rде

{9iaз
хо V ь

. Т2,
 з

хо V ь
. Т2 .



Решим это уравнение относительно хо'

{9iaз
Преобразуем ero сперва (для значений ХО у ь

. T )к виду:

(Хо Х)З + D . (Хо х) + D. х == О,

rде

D ==

27
.

gia
. (t Т)

З

8 Ь
'

откуда по формуле Кардано:

3 1
. / 1 З 1 З

Xo X==  2,D,x+V4[D,x]+ 27 [D] +

+
3   D'Х V [D'Х]З+ [D]З==2 4 27

==

2

з 
ь

iа
(t Т) {

,  "'-+ JX2 +
D

+
,1 "'- JX2 +

D

}У ь 2 4 27 V 2 4 27
'

или, преобразуя, пользуясь формулой аЗ + ЬЗ (а + Ь)(а
2
+ аЬ + ь2 ):

3

1gia
хо х ==

2 ь
. (t Т) х

 x
х

2 2 1 l '

(  + в)! + (  в)! (  + в)! . (  в)!

rде

V
x2 1 gia

S ==

у 4 +
27

==

4
+

8"' ь' (t Т)З.



Таким образом,

3 3 
ХО

== Х +
2 у ь

. (t Т) х

 X

(А)х
2 2

1f!!
Х 3" Х 3" g'/Д

( 2+B)+( 2 B)+2 ь' (t T)

в этой формуле все корни имеют их арифметическое значение. Эта фор 

 3
мула имеет место, если ХО ::::;;

у ь
. Т'2 .

 3Если же получаемое значение ХО у ь
. Т'2, то ero нужно заменить

через

З 
ХО == Х

2 У ь
. (t Т). (В)

При фиксированном значении t две последние формулы определяют

кривую, представляющую распределение скоростей в момент t, rрафич!?
ское построение которой произведено на рис. 6. Если же фиксировать Х,

то получим распределение скоростей в точке Х в зависимости от времени.

При этом надо различать следующие случаи.

1. Дождь продолжался сравнительно долrо, так что для рассматрива!?

Moro значения Х: Т> . xi.
V 

Тоrда значение скоростей в точке х для t < Т определяется рис. 3 и

формулами, к нему относящимися.

При определении скоростей при t > Т надо воспользоваться форму 

 3
лой (А), так как в этой формуле хо < х <

у ь
. Т'2.

Сопоставляя эти результаты, получаем:

v == Vg a. t
,

если {f.
2

t
3

. х3" .

'" . ,

g'И

v == {jgia . х

Ь
' {f.

b 2

если . х 3" ::::;; t ::::;; Т,
g'ю



а также

v==

,  а[х  .(t Т)
х

]2 2
1

.
,

х 3" Х 3" з g a

( 2
+ в) + ( 2 в) +

2 \! ь
(t Т)

для t > Т. rрафик этой кривой представлен на рис. 7.

Очевидно, что при t 00 v О, так как выражение Б Фиrурных скоб.-

ках стремится к нулю, ибо все три члена в знаменателе при больших зна 

чениях t мало отличаются дpyr от дpyra.

v

lJ ,

Рис. 7. t== З .х 
y 

2. Если Т < з . x ,то функция v(xt) определяется следующим
y 

образом:

v == vg a. t для t Т,

V == \!g b
'

а
. Т для Т t to ,

rде to определяется из формулы (В):

rg;:a 3

V ь
. Т2 == Х

2 V ь
. т . (t Т),



и для t to

{
gia

[
3 з(9ia

V ==

Ь X 2"У ь' (t Т)х

х

] }
i

х
2 2.

Х 3" Х 3"l з g'/д

( "2+ в) + ( "2 в) +
2" ifi!t- . (t Т)

v

Ju '=Т

Рис. 8

rрафик этой функции представлен на рис. 8.

Теоретический сектор rосударственноrо
rеофизическоrо института

ZUM ARTIKEL VON HERRN WELIKANOW «HYDROMECHANISCHE

BETRACHTUNG DES OBERIRDISCHEN ABFLUSSES»

А. Tichonow (Moskaи)

(Zusammeufassuug)

Dieser artikei, ist der Gleichungen des oberirdischen Abflusses von Непп

Welikanow gewidmet. Hier wird namlich eine Ungenauigkeit beseitigt, die bei

der Feststellung dieser Gleichungen zugelassen wurde. Ausserdem wird hier

genau der Fall des Abflusses von einer geneigten ЕЬепе behendelt.



ОБ ОСТЫВАНИИ ТЕЛ

ПРИ ЛУЧЕИСПУСКАНИИ, СЛЕДУЮЩЕМ
ЗАКОНУ STEFAN'A BOLTZMANN'A

А. н. Тихо'Нов

(Представле'Но а'К',аде.ми'К',о,м, О. Ю. Ш,м,идто,м,)

в статье подробно изучается задача об остывании равномерно HarpeToro ПОЛУOl'рани 

ченноrо слоя О х < 00 в пустоте. При этом принимается, что внутри тела температура

подчинена уравнению теплопроводности, а на поверхности имеет место закон Stefan'a 

Boltzmann'a. Аналоrично трактуются и некоторые друrие задачи.

Настоящая статья посвящена вопросу об изменении температуры TBep 

доrо тела, если на поверхности происходит лучеиспускание, следующее за 

кону Stefan'a Boltzmann'a.При этом может случиться, что тело не только

излучает теплоту, но и само получает ее как извне, так и блаrодаря источ 

никам тепла, находящимся внутри тела 1).
Мы дадим решение этой задачи для однородных тел одноrо, двух или

трех измерений произвольной формы, считая поток тепла, поступающий
из внешнеrо пространства, известной величиной (которая может меняться

от места на поверхности и от времени).
Решение задачи будет получено нами при помощи сведения ее к нели 

нейному интеrральному уравнению типа Volterra, для KOToporo дается

метод решения при помощи последовательных приближений.
Однако, чтобы не заrромождать основную идею излишними деталями,

мы приведем в 9 1 зи 6 решение простейшей задачи, рассматривая OCTЫBa 

ние однородноrо, полуоrраниченноrо тела в пустоте, а в 9 4, 5 рассмотрим

более общий случай.

ИЗВ. АН СССР. Отделение математических и естественных наук. Серия rеоrрафическая.
1937. N. 3. С. 4бl 479.

I)Например, тепло, возникающее внутри тела (Земли) блаrодаря радиоактивному

распаду.



1.

Рассмотрим однородное тело, температура KOToporo и(х, t) зависит

только от времени t и одной rеометрической переменной х, которую будем
считать меняющейся от О до 00 (бесконечная полупрямая). Эта функция

и(х, t) удовлетворяет уравнению теплопроводности

a
2
и(x,t) 1 aи(x,t)

(
2

)дх2 а2 at
а

ер
const

, (1)

rде k теплопроводность, р плотность, а е удельная теплоемкость

данноrо тела. Если и(х, t) обозначает абсолютную температуру тела и из 

лучение происходит в пустоту, то на поверхности (при х == О) поток теп 

ди(х, t)
Iла, k.

д
'
соrласно закону Stefan'a Boltzmann'aпропорционален

х х==О

4 йстепени температуры, т. е.

ди 4
k.

дх
(О, t) == (J . [и(О, t)] . (2)

Допустим, кроме Toro, что в некоторый момент времени, назовем ero

t == О, нам дано распределение температуры внутри тела, и(х, О), равное

некоторой постоянной температуре То:

и(х, О) == То. (3)

Нашей задачей является найти оrраниченное решение
2)
уравнения теп 

лопроводности (1) с rраничными условиям (2) при х == О и начальными

данными (3).
Обозначим через v(t) термический rрадиент у поверхности тела

ди
v(t) ==

дх
(О, t). (4)

Всякое оrраниченное решение уравнения теплопроводности (1), удовл!?
ди

творяющее условию (3) и имеющее
дх

(О, t) == v(t), как известно, представ 

ляется в виде:

1

J
t

а

(
х2

)и(х, t) == ТО 2 .

r;;; ехр

2( )
V(T) dT,

2у 7r t т 4а t т

О

(5)

2)Условие оrраниченности необходимо, иначе задача будет иметь несколько реше.-

ний (см. Tychonoff А. Theoremes d'unicite рош l'equation de la chaleur // Математиче.-
ский сборник. 1935. Т. 42, N 2. Р. 199 215(франц.)). Единственность решения
у изучаемой задачи при поставленных условиях следует из caMoro метода решения.



и нам остается определить функцию v(t) так, чтобы удовлетворялось усло--

вие (2). Как было отмечено,

ди

дх
(О, t) == v(t).

Далее,
t

а

J
v(т)

и(О, t) == То r;;; ...;t:=Т
dT.

y1r t T
О

Таким образом, для Toro, чтобы удовлетворялось условие (2), нужно,

чтобы функция v(t) удовлетворяла соотношению:

(6)

[
а

J
t

v(т)
]
4

k . v(t) == {J То
.Ji ...;t:=Т

dT ,

О

(7)

которое является нелинейным интеrральным уравнением.

Упростим уравнение (7), вынося То за скобку и деля на {JTi:
t

k

[
1 а (JTi J

1 k

]
4

"""""4' v(t) == 1 . . (V(T) .

"""""4 ) dT

{JTo .Ji То k ..jt т {JTo
о

Введем новые переменные z, (, полаrая

t == "'? .

z, т == "'? . (; (8)

при этом уравнение преобразуется к виду
З) :

4
z

4
k 2 [

,а {JTo J
1

(
2 k

) ]"""""4 v(, z) == 1 . . v(, () '"""""4 d(
ото .Ji То k..;z=7, (JTo

о

Положим
k

<p(z) == v(,2z) .

"""""4
(JTo

(9)

1
З)Заметим, что внутри квадратных скобок стоит величина

7: и(О, t), которая, как то

О
ясно физически, меняется в пределах от 1 до О.



ивыберем

, == .Jff .

То
.  ;

а стт4
о

тоrда для определения <p(z) получаем уравнение:

(10)

z
4

<p(z) == [1 J d(]
о

(11)

Если мы решим это уравнение, то

стт4 t

v(t) == Т . <Р( ,2 )' (12)

Таким образом, процесс остывания (поток у поверхности) всякоrо paB 

номерно Harpeтoro неоrраниченно простирающеrося в одну сторону тела

при выборе соответствующих масштабов времени и температуры опред!?

ляется одной и той же кривой <р( z). Способ нахождения решения уравн!?
ния (11) будет дан в 9 2.

!3 2.

Назовем V(z, <р) (z > О) функционалом Volterra, если V есть число, зави 

сящее от значения параметра z и от значений функции <р(() в промежутке

О ( < z.

Рассмотрим функциональное уравнение
4)

<p(z) == V(z, <р). (13)

Допустим, что функционал V(z, <р) удовлетворяет следующим условиям:

1 О. Если <р(() непрерывная функция CBoero aprYMeHTa, то V(z, <р)
определен и является непрерывной функцией переменноrо z.

4)Уравнение (11) принадлежит к рассматриваемому нами типу, rде

V(z,\O)== [1 j ;( (d(J.
о



20. Если I.{Jl (() И I.{J2 (() непрерывные функции ( и

1I.{J1(()1 < м, I I.{J2(()I < м (для о:::;; ( :::;; Z),

то
z

IV(z, I.{Jl) V(z, 1.{J2)1 :::;; J K(z, (; М, Z)II.{Jl (() I.{J2(()! d(

о

для О :::;; z :::;; Z, причем функция

Nz(M)
K(z, (; М, Z) ==

(z ()р
'

rде О :::;; р < 1, а Nz(М) некоторая константа, зависящая от М и от Z.

Нетрудно видеть, что функция, приведенная в сноске (4) , удовлетворя 

ет поставленным условиям. Что условие 10 удовлетворено, это очевидно.

Покажем, что условие 20 также удовлетворено. Обозначим через v(z, I.{J)
функционал

z

V (z, I.{J) == [1 J d(] ;

о

тоrда

V(z, I.{J) == v(z, I.{J)4

и

IV(z, I.{Jl) V(z, I.{J2) I == Iv(z, I.{Jl) v(z, I.{J2) 1.lv(z, I.{Jl)3+

+ v(z, I.{Jl)2v (z, I.{J2) + v(z, I.{Jl)V(Z, I.{J2)2 + v(z, I.{J2)31.

Но если 1I.{J(z) I < М для О :::;; z < Z, то

Jv(z,I.{J)J :::;; 1 + 2MvIZ

и, кроме Toro,

z

1 ) ( )1 J 1I.{J1(() 1.{J2(()1
v(z, I.{Jl V Z, I.{J2:::;;

...;z=-(
d(.

z (
о



Таким образом,

z

IV(z, <Pl) V(Z, <Р2)/ :::;; J K(z, (; М, Z)I<Pl () <Р2()I d(,

о

rде

K(z, (; М, Z) ==
4(1 )3.z (

Те о р е м а. Если Фун'К:ционал V(z, <р) удовлетворяет условия.м

1 о и 20, то уравнение (13)

<p(z) == V(z, <р)

имеет единственное решение в не'К:отором nромежут'К:е О :::;; z :::;; Zo'

Мы докажем эту теорему методом последовательных приближений.

Рассмотрим функциональное преобразование

'IjJ(z) == V(z, <р), (14)

преобразующее функцию <p(z) в функцию 'IjJ(z). Определим такое zo, что--

бы непрерывная функция <p(z), для которой 1<p(z)1 < М при О :::;; z :::;; zo,

преобразовывалась в функцию 'IjJ(z), обладающую тем же свойством. Это

можно сделать следующим образом. Пусть j(z) == V(z, О) эта функция,
по условию, непрерывна; обозначим через Ll максимум этой функции на

некотором отрезке О :::;; z :::;; Z: Ij(z)1 :::;; Ll' Для функции <p(z), для которой

1<p(z)1 :::;; М (М> L1 ), получаем:

J
Z

l p

IV(z, <р) V(z, 0)1 :::;; М K(z, (; М, Z) d( == М . N(M) 
l p

о

или

Zl p
1'IjJ(z)/ == IV(z, <Р)I :::;; Ll + М . N(M) .

l p
(15)

Очевидно, что для любоrо М > Ll можно найти такое zo, (zo :::;; Z),
чтобы

Zl p
Ll + М. N(M) == М

l p ( ' V
м L!

)Zo ==

М . N(М)
. 1 Р . (16)



Таким образом, если <p(z) < .М на отрезке О :::;; z :::;; Zo, то и для преобра 
зованной функции 'Ф(z) на этом отрезке 1'Ф(z)1 < М. Возьмем kaKYJo--нибудь
функцию <Po(z), для которой l<Po(z)1 < М (на отрезке О :::;; z :::;; zo). Для
определенности положим <Po(Z) == О. Определим последовательные прибли 
жения <Pl(Z), <P2(Z),..., <Pn(Z),..., полаrая

<Pn(z) == V(z, <Pn l), (17)

В силу определения Zo очевидно, что l<pn(z)1 < М (О :::;; z :::;; zo) для всех п.

Отсюда следует, что

l<Pn(z) <Pn l(z)1== IV(Z,<Pn l) V(z,<Pn 21:::;;
z

:::;; N(M) J <pn 1(  2(()d(, (18)

о

причем константа N(М) дЛЯ всех п одинакова.

Таким образом,

<Po(z) == О,

l<Pl (z) <Po(z)1 == IV(z, 0)1 :::;; L 1 ,

z

J
d(

1<p2(z) <Рl (z)1 :::;; L1N
(z ()р

==

о

1

== L N
l pJ

d{З
== L N

r(l р) l p
1 Z

(1 (З)Р
1

r(2 р)
Z ,

О

z

2 r (1 р)
J

(l Pd(
I<РЗ(Z) <P2(z)1 :::;; L1N

r(2 р) (z ()р
==

о

(19)

1

==LIN2
r(1 Р)z2(1 Р)J

{Зl Рd{З
==LIN2 r2(1 p) .z2(1 p),

r(2 p) (1 {З)Р r(1+2(1 p))
о

I ( ) ( )1 L N
n rn(1 р) n(1 p)

<Рn+l z <Рn z ,,1

r(l + п(l p))z
.



Вышеследующие вычисления с использованием (5) ) MorYT быть сильно

упрощены, если K(z, (; М, Z) == N(M), т. е. является оrраниченной функ 

цией. В этом случае вычисления выrлядят так:

1'1'1 (z) 'Po(z)1 ::::; L 1 ,

1'P2(Z) 'P1(z)1 ::::; L 1N. z,

zn
l'Pn+1(z) 'Pn(z)1 ::::; L 1N

n
.

""1 '

п.

т. е. ряд последовательных приближений сходится. Однако, мы не можем

оrраничиться этим случаем, так как функционал, приведенный в сносках

на предыдущих страницах, не удовлетворяет этому условию.

Пользуясь формулой Stirling'a

ft:
7r хХ

(
()

) ft:
7r

(
Х

)
Х

r(x) ==   .ехр >
х & 12х х е

(О < () < 1), (20)

получаем

I 'Рn+1 (z) 'Рn (z ) I ::::;

::::; L(N. r(1 р))n (
е

)
1+n(1 p)

. /1 + п(1 р) zn(1 p), (21)
l+п(l p) V 27r

откуда следует, что последовательность приближений '1'0 (z ), '1'2 (z), . . .,

'Pn(Z),... равномерно сходится на отрезке (О, zo) к некоторой функции 'P(z),
для которой 1'P(z)1 < М.

Очевидно также, что V(z, '1') == lim V(z, 'Рn) (равномерно на О ::::; z ::::; zo),
n......оо

так как

z

<' J ''Р() 'Рn() I
IV(z,'P) V(z,'Pп)1 '

(z ()n
d(.

о

5)r(q) эйлеров интеrрал 2 roрода. Здесь мы пользуемся формулой:

1

1 (1 (3)ql 1(3q2 1d(3 ==
r(ql). r(Q2)

.

r(Ql + Ч2)
о

См., например, Уитте'/Сер и Ватсон. Курс cOBpeMeHHoro анализа (русск. пер. rтти,

1934), rлава 12.



Отсюда следует окончательно 6)

<p(z) == V(z, '1') (для о z zo).

 3.

Обратимся к уравнению (11):
z

4

<p(Z) == [1 J d(] == V(z, '1').
о

(22)

Отметим еще одно обстоятельство, касающееся последовательных при 
ближений. Допустим, что функционал V(z, '1') монотонно убывающий в

следующем смысле: если <Рl(() <Р2(() для о ( z, то

V(z, '1'1) V(z, '1'2). (23)

Тоrда, если нам известна функция <Po(Z), которая, заведомо, меньше

решения нашеro уравнения [<Po(Z) <p(z)], то последовательные приближе 
ния, построенные по закону

<pl(Z) == V(Z,<pl)j ...; <Pn(z) == V(Z,<Pn l)j (24)

приближаются к решению уравнения

<p(z) == V(z, '1'),

подходя с разных сторон. Действительно,

так как

<Po(z) <p(z), то <pl(Z) == V(z,<Po) V(z,<p) == <p(z),
(25)

но если

<pl(Z) <p(z), то <p2(Z) == V(Z,<pl) V(z,<p) == <p(z),

и т. д., т. е. все <Pn(z) с четными номерами меньше <p(z), а все <Pn(Z) ('

нечетными номерами больше '1'(z).

б) Оrраничение О Z Zo используется нами только для доказательства Toro, что

lЧ'n(z)1 < м для всех z. Если последовательные приближения окажутся равномерно

оrраниченными на некотором отрезке О z Zl или для О Z < 00, то они будут
сходиться во всей этой области и определят в ней решение уравнения (13).



Сделанное замечание имеет прямое отношение к нашему ypaBHe 

нию (11). Действительно, очевидно, что для функции rpo(z) == О

rpo(z) rp(z), (26)

так как rp(z), равняясь 4 йстепени HeKoToporo числа, всеrда О. Что

касается монотонности нашеrо оператора

z
4

V(z,rp) == [1 J d(] ,

о

(27)

то она совершенно очевидна, если только оrраничиваться такими функци 
ями rp(z) И такими промежутками О ( z, для которых

z

J
ср(()

d( < 1.

о

(28)

Как было отмечено в сноске (3), для решения rp(z) уравнения (11)
это неравенство становится ясным в силу физических соображений (более
подробно см. 9 6). Таким образом, беря rpo(z) == О, получаем

rp1(Z) == 1 rp(z). (29)

Далее, rp2(Z) == V(z, СР1) < rp(z), но при этом может случиться, что

z

J d( lдля
z (

О

z > z(l)
о ' (30)

а при этом монотонность нашеrо оператора нарушается. Положим

rp2(Z) == Ф2(Z), (1)

}
о z Zo '

z l) Z.

(31)
rp2(Z) == О,

Очевидно, что rp2(Z) rp(z) для любых значений z. Положим, далее,

rpз(z) == V(z, СР2), при этом rpз(z) rp(z).



Рассмотрим функцию 'P4(Z) == V(Z, '1'3); может случиться, что, начиная

с HeKoToporo значения z 3),

z

J
'Р3(()

d( 1 (для z Z
O(3)),

о

(32)

а при этом монотонность нашеro оператора также нарушается. Положи!'.!

'P4(Z) == 1/J4(Z),

'P4(Z) == О,

(3)

}
О:::;; Z :::;; Zo '

z(3) Z'
о

"" ,

(33)

очевидно, что 'P4(Z) :::;; 'P(Z) дЛЯ любых значений Z и т. д.

Вычисления дают следующий результат 7):

'Po(Z) == О,

'1'1 (z) == 1,

'P2(Z) == 1 8z1/2 + 24z 32z
3/2 + 16z

2
,

'P3(Z) 1 8z1/2 + 74,2656z 1449,989z
3/2

+ 2485,46z2 

11557,66z
5/2

+ 89307, 12z3 516314z7/2 + 4620ззz
4

...
, (34)

'P4(Z) 1 8z1/2 + 74,2656z 729,675z
3/2

+ 6140,86z2 

89951,40z
5/2

+ 336624z3 2763113z7/2 + ...

,

'P5(Z) [1 2z1/2 + 12,5666z 99,021z
3/2

+ 859,62z2 

6550,зz
5/2

+ 88309,8z
3

307771z
7/2

+ 2373594z4 .. .]4.

7)Вычисление выполнено В. Я. Захаровым.
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и что на rранице имеется приток тепла извне, величина KOToporo, отн!?

сенная к единице площади и единице времени, равна Q(t). Таким образом,

rраничное условие будет:

ди 4
k
дх

(О, t) == (Ти (О, t) Q(t). (38)

Как известно,

U(х, t) ==

1

2 

00

J {ехр ( (X4:2 )2) + ехр ( (X4:2 )2) }fL( )d 
о

(39)

представляет решение уравнения теплопроводности (1), удовлетворяющее

условиям:

и(х, О) == '1(Х),

}дU

дх
(О, t) == О.

(40)

Будем искать решение нашей задачи в виде

1

J
t

а

(
х2

)и(х, t) == U(х, t) 2.
(;;; ехр

4 2( )
у(т) dT;

2у 7r t т а t т

О

(41)



тоrда rраничное условие (38) принимает вид 8):

DO  2 t
4

k. v(t) == о-{ 22 Jе 4аЧ d 22 J ;i;h dr} Q(t). (42)
о о

Это есть нелинейное интеrральное уравнение типа Volterra, к которому при 

меним метод решения, изложенный в 9 2; даже общие соображения 9 3
вполне к нему применимы.

В случае остывания сферы радиуса R в предположении, что температу 

ра меняется только в зависимости от изменения радиуса и времени, ypaB 

нение теплопроводности принимает вид:

д
1 д

(
2 ди

)
1 ди

и ==

т
2 дт

Т

дт
==

а
2 at

(43)

и rраничные условия:

 k
д

д

и

I == o-u
4
(R, t) Q(t).

т r==R
(44)

Если температура зависит только от т, то, как известно, введением

новой вспомоrательной функции

V(T, t) == т
. и(т, t) (45)

уравнение (43) приводится к виду

a
2
v

дт2

1 av

а
2 at' (46)

а условие (44) переходит в

k av

I
1

[
V(R, t)

]
4

R дт r==R

==  k.
R2

v(R, t) + о-
R

Q(t), (47)

причем, кроме Toro, при т == О появляется новое rраничное условие:

v(O, t) == О. (48)

Чтобы не усложнять формул, будем считать, что и(т, О) == Т, так как

мы видели, что учет переменной начальной температуры не представляет

принципиальных затруднений.

8)при J.L(E;) == То и Q(t) == О это уравнение превращается в (11).



Будем искать решение в виде

1

J
t

а

{ (
(R т)2

)V(T, t) == Т. т 2 .

ехр
2...j1r 4a2 (t т)

О

(
(R+T)2

) } exp
4a2(t T)

v(T)dT. (49)

Очевидно, что

t

а

J{ (
(2R?

) }
у(т)

v(R, t) == Т. R
...j1r

1 ехр
4a2 (t т)

dT,

О

(50)

а

t

8v 1

J
2R

(
(2R?

)дт
(R, t) == Т v(t)

2...j1r a(t т)3/2
ехр

4a2 (t т)
у(т) dT,

О

(51)

откуда для определения функции v(t) приходим К уравнению:

t

k k

{
1

J
2R

(
(2R)2

) }R
v(t) ==

R
Т

2...j1r a(t т)3/2
ехр

4a2 (t т)
у(т) dT

О

k

{
а

J
t

[ (
(2R? )] у(т) }Т. R 1 ехр dT +

R2 ...j1r 4a2 (t т)
О

(1

{
а

J
t

[ (
(2R)2 )] у(т) }+ Т. R 1 ехр dT Q(t),

R4 ...j1r 4a2 (t т)
О

(52)

т. е. опять получаем интеrральное уравнение, для KOToporo в 9 2 дан метод

решения.



5.

Пусть нам дано некоторое выпуклое тело Т, оrраниченное поверхностью

В, остывание KOToporo мы изучаем 9), И пусть оно получает извне поток

тепла, плотность KOToporo равна Q(P, t). Эта величина может меняться

не только с изменением t, но также и с изменением Р точки поверхности

нашеrо тела.

Таким образом, мы должны найти функцию, удовлетворяющую внутри

тела уравнению теплопроводности

1 ди
ь.и ==

а
2 at

' (53)

на поверхности S условию

ди 4
k
ani

(Р, t) == сти(Р, t) Q(P, t) (Р С В) (54)

(ni направление внутренней нормали), и, кроме TOI'O, условию

и(Р, О) == ф(Р), (Р с Т) (55)

rде функция ф(Р) представляет начальное распределение температуры

внутри тела Т.

ДЛЯ представления искомоrо решения опять воспользуемся некоторыми

вспомоrательными функциями. Рассмотрим функцию

U1(P,t)== С )З JJJ(а )З ехр(  :f;)Ф(Р')dЛJJ', (56)
т

rде Р' точка, переменная при интеrрации, а трр' расстояние между

точками Р и Р'. Как известно, эта функция удовлетворяет уравнению (53)
и условию (55) для точек, лежащих внутри Т.

Рассмотрим также функцию

U2 (Р, t) ==

t

== (2 )
3

J{JJ а( )3ехр ( 4a;  т) )ф(Р', т) dCТ'} dT, (57)

О s

9) В настоящем параrрафе мы даем только краткий эскиз решения формулированной
задачи; подробное изложение которой (даже в более общей постановке) мы дадим в дpy 
rой работе, называемой «О функциональных уравнениях типа Volterra и их приложениях
к некоторым задачам математической физикю>.



дU2
которая удовлетворяет уравнению теплопроводности.

дп
(п нормаль

к В) претерпевает разрыв на поверхности, коrда Р -------t Ро С S изнутри:

. дU2
[
дU2

]
1

11т
д

(Р, t) ==

д
(Р, t) v(Po, т)

п п Р=Р
О

2
(58)

и в начальный момент

U2(Р, О) == О. (59)

Будем искать решение нашеrо уравнения в виде

и(Р, t) == Ul (Р, t) + U2 (Р, t). (60)

Очевидно, что как уравнение (53), так и условие (55) удовлетворены.

Установим уравнение, которому должна удовлетворять функция v(P, t) для
Toro, чтобы выполнялось условие (54).

Поток тепла через поверхность S в точке Ро равняется

.
ди дU1 . дU2

k. 11т
д

(Р, t) ==k 
a

(ро' t) + k. 11т
д

(Р, t), (61)
P Po п п P Po п

откуда приходим к уравнению

2

{
дUl

[
дU2

]v(Po, t) ==

k
k.

дп
(Ро, t) + k

дп
(Р, t)

Р=РО
+

+ o-[Ul(РО ' t) + U2(РО ' t)]4 Q(t)}, (62)

которое можно было бы получить в явном виде, вставляя туда выражения

Ul(Р, t) и U2 (Р, t), но нам не пре.п;ставляется это необходимым выписывать

подробно. Заметим только, что полученное уравнение принадлежит к типу

функциональных уравнений

<р(Р, t) == V(P, t; <р), (63)

rде V(P, t; <р) функционал, зависящий от тех значений <р'(Р', т), которы<?

соответствуют значениям т: О ::::; т < t, а Р' есть некоторая точка поверх 

ности В.



Уравнения TaKoro типа можно решать по способу, развитому нами в 9 2.

Положим 'Ро(Р, t) равной какой либофункции Р и t и возьмем последова 

тельные приближения:

'Pl(P,t) == V(P,t;'Po),

'Р2(Р, t) == V(P, t; 'Pl),

(64)

'Рn+1 (Р, t) == V(P, t; 'Рn),

При определенных условиях, налаrаемых на V(P, t; 'Р), которым удо--

влетворяет правая часть уравнения (62), эти последовательные приближе 
ния сходятся к предельной функции 'Р(Р, t), являющейся решением этоrо

уравнения.

Мы не будем проводить подробноrо доказательства сходимости последо--

вательных приближений, отсылая читателя к работе, цитированной выше

в сноске (9).

6.

Остановимся более подробно на простейшей задаче об остывании по--

луоrраниченноrо слоя в пустоте, рассмотренной нами в 9 1 3.Нами было

доказано в 9 2, что последовательные приближения 'Pn(z) сходятся к реше 

нию нашеrо уравнения на некотором достаточно малом отрезке О z zo'

Покажем, что при помощи указанноrо процесса можно убедиться в суще 

ствовании решения уравнения

z
4

'P(z) == [1 J d(]
о

(65)

для всех z О и найти самое решение. Вообще, рассмотрим уравнение

z

'P(z) == Р(1 J d() == V(z; 'Р),
о

(66)



rде F(u)
тающая

некоторая непрерывно дифференцируемая, монотонно возрас 

fНКЦИЯ, для которой

F(O) == О и F'(u) > О (и> О). (67)

Наш...   цaполучается при F(u) == аи
4

, причем поставленные условия

для этой фУliКL,..и нповлетворены. К подобной задаче сводится задача об

остывании полуоrраНr. oro тела О z < 00 при излучении в пустоту по

закону

Q == 1 ," t)). (68)

Если rp(z) непрерывная функция, то) I :ие 10 9 2 удовлетворено.

Если Irp(z)1 < М, то

z

Iv(z,rp)1 == 11 J d(1 1+2y'Z.M,

о

(o )

откуда следует, что функционал из правой части (66) удовлетворяет

условию:

z

IV(z, 'Рl) V(z, 'Р2) I F'(u*) . J Irpl( (()1d(
о

z

N (М) J Irpl(() 'Р2(()!
di (70 )"" z

 .,,'
О

rде и* некоторое число, заключенное между Vl(Z, 'Рl) и V2(Z, 'Р2), т. е. во

всяком случае,

о и* 1 + 2МЛ, (71)
а

Nz(M) == шах F'(u).
0 и 1+2M..;z

Таким образом, V(z, 'Р) удовлетворяет также и условию 20 9 2, и, поль 

зуясь теоремой, доказанной в этом параrрафе, мы можем утверждать cy 

ществование решения уравнения (66) на достаточно малом промежутке

О z zo, которое может быть найдено методом последовательных

приближений.

(72)



Рассмотрим функционал

z

v(z,rp) == 1 J ,

о

(73)

стоящий под знаком функции F и пропорциональный и(О, t), значениям

температуры на поверхности нашеrо тела.

Очевидно, следуя физическому смыслу задачи, что v(z, 'р) О для

функции 'р, удовлетворяющей уравнению (66). Мы докажем это HepaBeH 

ство несколько позже, исходя из caMoro уравнения (66), а пока, принимая

ero как rипотезу, докажем, что последовательные приближения сходятся

для всех Z.

Итак, допустим, что мы нашли функцию rp(z), удовлетворяющую

уравнению (66) для О Z Zl, причем

z

J
'р(() d(

rp(z) > О и v(z, 'р) == 1
...;'z=(

ио > О
z (

о

(для О Z Zl)' (74)

Покажем, что в этом случае существует решение на отрезке

Zl Z Zl + ДZl,

rде

ДZl h(uo ); (75)

здесь h(uo ) некоторая положительная функция и, причем последователь 

ные приближения, определявшие функцию rp(z) для О Z Zl, сходятся

также и на О Z Zl + ДZl'
Возьмем постоянное ). (О < ). < 1) и определим ДZl из соотношения

F(l) .2 ";ДZl == ио
. )., т. е.

и2 . ).2
ДZl ==

4;2(1) (О < ). < 1). (76)

В этом случае, если мы рассмотрим функцию rp(z), совпадающую с rp(z)
на О Z Zl И удовлетворяющую условию

о rp(z) F(l) (для Zl Z Zl + ДZl), (77)



то для этоrо промежутка

Z q

1 v(z, (ji) == 1 J  (()
d( == ( 1 J ер(() d( J  (()d( )

о о

и
о Р(1) .2. JZ=Zl (1 л)ио > О. (78)

Более Toro, если  ()хотя и не совпадает с ep(z) на (О, Zl), но мало

отличается от этой функции, то и тоrда

Z Zl

v(z,(ji) == 1 J
 ()

d( == 1 J ер()
d( 

о о

Zl Z

J
 (() ер(()

d( J
 ()d(

и
о

2€ [y'z yz Zl ] 
о Zl

н . 2JZ=Zl > uo(l л) 2€y'z > О, (79)

если

и (1 л)
I (() ep(()1 < € < Y l+  Zl.

Итак, если мы возьмем kaKYIo--либо функцию  (z),отличающуюся от

ep(z) меньше, чем на €, на (О, Zl) и удовлетворяющую условию (77) на

(Zl , Zl +  Zl),то V(z, )на (Zl, Zl +  Zl)будет удовлетворять условию:

(80)

О v(z,rp) 1, (81 )

и, следонательно, V(z, ер) будет УДUНJIетнuрять нераненстну

О V(z, ер) F(l). (82)

Таким образом, если последовательность приближений epl(Z), ep2(Z)"",
epn(Z),. .. равномерно сходится к ep(z) на (О, Zl), то, беря номер n, для

KOToporo

и (1 л)
lepn(z) ep(Z) I € ==

О

+
'

Zl Zl
(83)



и продолжая ФУНКЦИЮ ерn (z) на отрезке (Zl, Zl +  Zl)произвольно С един 

ственным условием

О epn(Z) F(l), (84)

получим, что все функции ерт (z) для m > n будут определены на OT 

резке (О, Zl +  Zl)и равномерно на нем оrраничены. Как мы отмечали

в сноске (6), В этом случае epn(Z) равномерно сходятся на (О, Zl +  Zl)к

некоторой функции ep(z), которая и является решением уравнения (66) на

этом отрезке.

Если мы теперь докажем, что ep(z), решение уравнения (66), а тем

самым и

u(Z) == v(z, ер) (85)

являются монотонно убывающими функциями, которые ниrде на конечном

расстоянии в нуль не обращаются, то этим и будет доказано, что эти функ 
ции существуют для всех Z О и что ер( z) может быть найдено методом

последовательных приближений в том смысле, как это следует из только

что доказанной теоремы.

Допустим, что внекотором промежутке (О, Zl) существует решение

уравнения (66), определяемое функцией ep(z). Покажем, что ep(z) является

монотонно убывающей функцией, ниrде не равной нулю.

Покажем, прежде Bcero, что функция ep(z) дифференцируема для Z > О.

Рассмотрим разность:

 ep
 Z

==
ep(Z +  z) ep(z)

 Z
(86)

Очевидно, что эта разность удовлетворяет уравнению

 ep
== {F (l

 Z  Z

z+Llz z

J
ер(()

d() F (l J
ер(()

d() } ==

y'z+ z (
о о

z+Llz z Llz

==  Fl[ J ер(()
d( + J

ер(()
d( J

ер(()
d(] ==

 z у'z +  z( у'z +  z(
Llz о о

z Llz

==  Fl. {J( ep(( +  z) ер(()
) .

1
d( + J

ер(() d( } . (87)
 z  z y'z+ z (

о о



Здесь Fl непрерывная функция, равная

F1 == F'(u*), (88)

rде и* среднее значение между

u(z +  z) и u(z), (89)

причем
z

u(z) == 1 ! d(.
z (

о

Это равенство можно рассматривать как линейное интеrральное

уравнение для функции

(90)

ep(z +  z) ep(z)
 z

(91)

Отсюда леrко заключить, что существует предел этоrо отношения ер' (z),
удовлетворяющий уравнению

z

ep'(z) ==  F'(u). {! ер'(()
d( +

ер(О)
} .

vz
о

(92)

Беря резольвенту этоrо линейноro уравнения типа Volterra и представ 

ляя решение при ее помощи, получим

ep'(z) ==  F'(u). ep + ep*(z), (93)

rде ep*(z) оrраниченная функция. Отсюда следует, что ep'(z) отрицательна
для HeKoToporo промежутка О < z Z.

Функция и(z) связана с функцией ер( z) соотношением ер(z) == F(и(z) ).
В силу предположения F(и) монотонно возрастающая функция в об 

ласти положительных и. Таким образом, в области положительных и это

уравнение разрешимо относительно u(z). В частности, если ep(z) диффе 
ренцируема, то и u(z) дифференцируема также, и их производные связаны

соотношением:

ер' ( z) == F' (и) . и' ( z) . (94)

Возвращаясь к нашей задаче, И!\-1еем, что при z == О ер(О) и и(О) поло 

жительны; затем они начинают убывать, так как их производные ОТрlI 

цательны.



Рассмотрим некоторый промежуток (О, z), на котором u(z) > О. ДOKa 
жем, что в этом промежутке и' (z) < О. Пусть Zo наименьшее число на

отрезке (О, z), для KOToporo u'(z) == О. Очевидно, что Zo является также

наименьшим числом, для KOToporo rp'(zo) == О, и что в силу (92)

Zo

'Р(О) == J 'Р'(() d(.
Zo (

о

(95)

Рассмотрим rp'(z) вблизи Zo для значений z < zo:

Z

rp'(z) ==  P'(и){! d( + 'Р$! } ==  P'(и){и(z) + U(z)}, (96)
о

rде

Z Z

и(z) == J 'Р'(()
d( J 'Р'(()

JZO
d(,

vz ( JZ Jzo (
о о

Zo

U(z) == J 'Р'(() d(.
yZ z (

Z
О

(97)

Покажем, что и(z) положительна для z < Zo' Действительно,

и(Z) ] '((){  jff}d( 
о

l

J
Z' {

1 1

}==

vz
rp (()

Fill F{f)
d(; (98)

о 1 ( ) 1 (i)z
Zo

так как 'Р'(() < О для О ( < Zo и выражение в квадратных скобках

положительно для О < ( < z < Zo, то отсюда и следует, что и(z) > О

для z < Zo'



Итак,

Zo

',O'(z) ==  p'(и) j d( Р'(и) . и(z) ==

yZ Zo (
Z

Zo

== j K(z, () . ',о' (() d( + f(z). (99)
Z

Выражая из этоrо соотношения ',o'(z) через f(z) при помощи резольвен 

ты интеrральноrо уравнения (99), получим

Zo Zo

',o'(z) == f(z) + j R(z, ()f(() d( f(z) j IR(z, ()If(() d(. (100)
Z Z

Для значений z, близких к zo, имеем

Zo

j IR(z, ()I d( < 1

Z

(101)

в силу сходимости этоrо интеrрала. Кроме Toro, в любой близости к Zo
можно найти такие значения z « zo), для которых, кроме условия (101),
выполняется неравенство

Zo Zo

',O'(z) f(z) jIR(Z,()lf(()d( f(z)(1 jIR(z,()ld(). (102)
Z Z

Этому последнему неравенству можно удовлетворить, выбирая z так.

чтобы f(z) > f(() (z < ( < zo), ЧТО возможно в силу Toro, что f(() > О

и непрерывна для ( < Zo и f(zo) == О. Итак, найдутся такие z < Zo, для

которых ',O'(z) > О, что противоречит определению zo'
Если функция u(z) > О во всех точках отрезка (О, z), то, в силу доказаII 

ной ранее теоремы, она может быть продолжена вне этоrо отрезка, причеt\!

она все время будет монотонно убывать, пока и(z) > О. Если мы пока 

жем теперь, что u(z) не может ниrде обратиться в нуль; ТО этим и будет
доказано, что u(z) и ',O(z) являются монотонно убывающими функциям!!.
определенными для всех z: О z < 00.

Допустим теперь, что Zo первая точка, в которой u(zo) == О. Эта точн:cl

является также первой точкой, в которой ',O(zo) == О.



Очевидно, что

(P'(zo) О и u'(zo) О (103)

и что имеет место равенство

Zo

J 'р'(() d(, == rp(zo) 'р(0) ==  rp(O).
о

(104)

Производная функции u(Z)

Zo

u'(ZO) == {!
'р'(()

d(, +
'р((,)

} ==

y'ZO (, JZO
о

Zo

! ;о'(() . Jzo {R 1} d{ > О,

Zo

(105)

причем правая часть cTporo больше нуля, так как выражение в квадратных

скобках cTporo > О для О < (, < zo, а в промежутке (О, zo).

Отдел теоретической reoфизики
Института rеоrрафии Академии Наук СССР

Поступило 20 V 1937



ON ТНЕ COOLING OF SOLIDS DURING RADIATION

FOLLOWING ТНЕ STEFAN BOLTZMANNLAW

А. Tychono.fJ

SUMMARY

The present work deals with temperature changes of а solid body, when он

its surface proceeds radiation following the Stefan Boltzmannlaw.

In chapters 1 3and 6 t.he author examines narrowly the problem of cooling
in уасио of ап semi limitedlayer О х < 00 with а constant initial temperature.

considering that within the body the temperature is subject to the equation of

heat conduction (1), whilst at the surface the Stefan Boltzmannlaw (2) is

observed.

The author solves this problem Ьу means of а non linearintegral equation of

the Volterra type, for which а method of solution Ьу consecutive approximatioll

IS glven.

Chapter 4 and 5 illustrate how, Ьу similar method, тау Ье solved the

problem of cooling of bodies with varying initial temperature and likewise ill

the case of а certain heat flow falling оп the surface of the body.



О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПОЛЯ В ВОЛНОВОДЕ
В ВИДЕ СУММЫ ПОЛЕЙ ТЕ И ТМ

А. А. Са.марс'Кии и А. Н. Тихо'Нов

Несмотря на то, что утверждение о возможности разложения произ 

вольноrо поля в волноводе на сумму трансверсальноrо электрическоrо по--

ля ТЕ и TpaHcBepCaJIbHUl'U Мal'нитноrо поля Тlv1 неоднократно высказы 

валось рядом авторов 1), однако мы ниrде не встречали какоrо либоДOKa 

зательства этоrо, казалось бы, очевидноrо факта. Целью настоящей CTa 

тьи является проведение cTpororo математическоrо доказательства полно--

ты системы ТЕ и ТМ полей для волновода произвольной формы. Таким

образом, будет доказано, что любое электромаrнитное поле в волноводе MO 

жет быть представлено при помощи двух векторов rерца, имеющих лишь

по одной отличной от нуля компоненте. Тем самым проблема определ!?

ния электромаrнитных полей в волноводе сводится к задаче нахождения

двух скалярных функций Ze И Zm (продольных компонент электрическоrо

и маrнитноrо векторов rерца).

1. Пусть в направлении оси z простирается бесконечный полый ци 

линдр L: с идеально проводящими стенками, поперечным сечением В, фор 
ма KOToporo определяется кривой С. в плоскости перпендикулярноrо сече 

ния S расположены оси х и у.

Для электромаrнитноrо поля внутри TaKoro волновода, в силу идеаль 

ной проводимости стенок, имеет место rраничное условие

и, следовательно,

Ez == о

} .

Нп
== О

(1)

Жури. техи. физики. М. Л.:Издательство Академии наук СССР. 1948. Т. ХУН! (18),
вып. 7. С. 959 970.

l)CM., например, Stratton. Electromagnetic theory. New Jork, 1941.
Beeae1-tc1f,uи и Аре1-tберz. Радиоволноводы. М. Л.:оrиз, 1946.



Каждая из компонент Ez и Hz удовлетворяет волновому уравнению,

краевым условиям

Ez == О,
aHz

== О на 1:; (2)
дп

и принципу излучения на бесконечности, который мы берем в виде OTCYT 

ствия волн, приходящих из бесконечности.

Рассмотрим некоторое электромаrнитное поле внутри волновода, зави 

сящее от времени по закону e if.l.}t (этот фактор, как обычно, опускаем),
реrулярное всюду в области z > О. Покажем, что это поле можно предста 

вить в виде суммы полей

-------+ -------+ -------+

Е == El + Е2

}, (3)-------+ -------+ -------+

H==Hl+H2

-------+ -------+

причем E2z == О И H1z == О, т. е. первое поле {E 1 ,
Н l} является TpaHCBep 

сальным маrнитным, а второе трансверсальным электрическим.
-------+ -------+

Если Z е И Zm электрический и маrнитный векторы rерца, то можно

записать (3) следующим образом

-------+ -------+ -------+ -------+

Е == grad div Z е + k
2
Z е + ik rot Zm

-------+ -------+ -------+-------+

Н ==  ikrot Z е + grad div Zm + k
2
Zm }, (4)

(k== ),
-------+ -------+

причем Z е И Zm имеют лишь по одной отличной от нуля компоненте вдоль

оси волновода (оси z), так что

Ze == Ze' iз ;

-------+ -------+

Z m == Zm' i 3,

-------+

rде i 3 орт оси Oz.

Переходя в (4) к отдельным компонентам поля, получим

a2Ze .
aZm

Ех ==

axaz
+ '/,k

ау'

Е
д2

Ze
ik
aZm

у

дудz дх
'

д2
Ze 2

Ez ==

az2
+ k Ze,

Н  'k
aZe a2Zm

х '/,

ду
+

axaz

Н == ik
aZe

+
a
2Zm

у дх ayaz

д2
Zm 2

Hz ==

az2
+ k Zm

(5)



Мы должны доказать возможность определения векторов Z е И Zm по

заданному полю {Е, Н}. Как будет показано, для определения модулей

Ze И Zm достаточно использовать не все компоненты поля, а лишь две

ero составляющие Ez и Hz, которые тем самым полностью определяют все

остальные компоненты поля.

Тоrда модуди векторов rерца Ze И Zm должны удовлетворять ypaBHe 

ниям

82 Ze 2

8z2
+ k Ze == Ez,

а также волновым уравнениям

82Zm 2

8z2
+ k Zm == Hz, (6)

ДZе + k2Ze == О, ДZm + k
2
Zm == о. (7)

Мы будем определять функции Ze И Zm из уравнений

Д2Zе

== 
 EAx,у, z),

}Д2Zm  Hz(x,у, z)
(8)

(Д2 двумерный оператор Лапласа), которые должны выполняться

в силу (6) и (7).
Кроме Toro, Ze И Zm должны удовлетворять краевым условиям

Ze == О,
8Zm

== о
8п

на  . (9)

2. Уравнения (8) представляют собой уравнения Пуассона и MorYT быть

без труда решены с помощью соответствующей функции rрина

Ze(M, z) == JJ С2 (М, M)Ez(M , z) d(}
М '

(S)

Zm(M, z) == JJ G2 (Jvl, M)Hz(M, z) d(}
М '

(S)

(10)

(11)

rде С2 (М, М) функция rрина закрепленной мембраны; д2 (м, М)
функция rрина свободной мембраны; М(х, у) и M( ,ч) точка наблю 

дения и точка интеrрирования в плоскости перпендикулярноrо сечения.

Такое определение является однозначным и возможно для тех обла 

стей S, дЛЯ которых существует функция rрина.



Покажем, что функции Ze(M, z) и Zm(M, z), определяемые формула 
ми (10) и (11), удовлетворяют волновым уравнениям (7) и тем самым ypaB 

нениям (6).
Как показано в «Добавлению>, функции Ez и Hz имеют непрерыв 

ные производные по z в области z > О. Отсюда следует существование

z производныхфункций Ze И Zm, которые можно вычислять при помощи

дифференцирования под знаком интеrрала. При этом особенности функции
rрина никаких осложнений не вызывают.

Поэтому

82Ze 2

JJ ( [
82
Ez 2 ]8z2

+kZe== С2 М,М)
8z2

+ kEz(M,z)d(J"M '

(8)

(12)

Учитывая, что

82Ez 2
Д2Еz +

8z2
+ k Ez == О, (13)

получим

82 Ze 2

1}8z2
+ k Ze == С2 (М, М)Д2Еz(М, z) d(J"M .

(8)

Последний интеrрал, в силу свойства функции rрина, равен Ez(M, z).
Пользуясь, наконец, определяющим функцию Ze(M, z) уравнением (8),
находим

ДZе + k2Ze == О.

Аналоrично убеждаемся в том, что

ДZm + k
2
Zm == О.

в уравнениях (8) переменная z иrрает роль параметра. Функции
Ze(M, z) и Zm(M, z) в каждом перпендикулярном сечении при фиксирован 
ном z полностью определяются значениями Ez и соответственно Н2 в этом

сечении. Нетрудно видеть из (10) и (11), что Ze и Zm удовлетворяют прин 

ципу излучения при z ---4
00, так как этот принцип имеет место для величин

Ez(M, z) и Hz(M, z).

3. Итак, считая поле заданным всюду в области z > О и беря только две
---4 ---4

компоненты поля Ez и Hz, мы нашли векторы rерца Z е И Z т, которым,



соrласно формулам (4), соответствует некоторое поле {Е, Н}, которое мы

будем называть в ы ч и с л е н н ы м п о л е м. При этом, очевидно,

Ez == Ez, Hz == Hz.
::::;

Мы должны доказать тождество поля вычисленноrо {Е, Н} с полем

заданным {Е, Н}.
С этой целью подставим вычисленные по (10) и (11) величины Ze и Zm

В уравнения (5) и затем воспользуемся уравнениями Максвелла

rot Н ==  ikЕ ,
div Е == о

} .

div Н == О
(14)

rot Е == ikH,

Тоrда будем иметь

дЕу дЕх
== ikHz

дх ду

дЕх дВу
aEz

 + ==  
дх ду дz 1 (15)

Такие же соотношения, очевидно, имеют место и для заданных полей

{ Е , Н}. При этом на rранице Е выполняется краевое условие

Ez == аЕх + (ЗЕу == о

и соответственно

Ez == аЕх + (ЗЕу == О.

Здесь а и (З косинусы танrенциальноrо направления ----; в плоскости ху.

Вводя функции
О

}
Ех == Ех Ех

О

Еу == Еу Еу
(16)

и учитывая (13), получим

дЕО дЕО

........2 == О
дх ду

дЕО дЕО
........2 + == о
дх ду l' (17)

аЕ
О
+ (ЗЕ

О
== О на С.

х у (18)



Нетрудно видеть отсюда, что уравнения (17) с rраничным условием (18)
представляют собой известную проблему rильберта.

Найти две сопряженные функции и(х, у) и v(x, у) внутри области В,
определяемые условиями

==o

I внутри В,
ди av
 + ==o
дх ду

(19)

аи + fЗv == F(s) на С, (20)

rде F(s) некоторая заданная на контуре С функция дуrи в.

Проблема rильберта, как известно, имеет единственное решение. В силу

однородности KpaeBoro условия (18), отсюда следует, что

E == О, E == О, (21)

т. е.

Ех == Ех,

Еу == Еу.

Так как, соrласно (13), Ez == Ez, Hz == Hz, то из уравнения Максвелла

-------+ -------+

ikH == rot Е

сразу же вытекает, что

Нх == Нх,

Ну == Ну.
Таким образом, доказано полное совпадение полей вычисленных с полями

заданными:
-------+ -------+

Е == Е,

-------+

Н == Н.

Этим самым установлено, что всякое электромаrнитное поле в волново 

де полностью определяется ero компонентами Ez и Hz, откуда, в частности,

соrласно вышеизложенному, и следует возможность представления любоrо

поля в волноводе в виде суммы поперечноrо электрическоrо ТЕ и попереч 

Horo маrнитноrо ТМ полей, в области, rде отсутствуют источники.



Добавление

Пусть нам задана функция и(х, У, z), удовлетворяющая внутри беско--

нечной цилиндрической области V уравнению

 и+ k
2
u == О,

непрерывная в замкнутой области и обращающаяся в О на rранице. До--
кажем, что производные этой функции по переменному z непрерывны в

области V и на ее rранице.

Рассмотрим область Т, вырезанную из V двумя параллельными плос 

костями Z == Zl И Z == Z2, находящимися на расстоянии l друr от дpyra.

Пусть

U(X,y,Zl) == Л(х,у) и 'U(X,Y,Z2) == f2(X,y),

rде fl(X,y) и f2(X,y) непрерывные функции, определенные внутри S и

обращающиеся в О на С.

Найдем решение уравнения

 и(x,у, z) + k
2
u(x, у, z) == О

для области Т, считая функции !I (Х, у) и f2 (Х, у) заданными; при

этом и(х, у, z) должно обращаться в нуль на боковой поверхности
ди

(или
дп

== О на  ).
К а к и з в е с т н о, у р а в н е н и е  и+ k2

u == О и м е е т е Д и н

ственное решение для области достаточно малоrо

объема [1].
При этом мы считаем l настолько малым, что в рассматриваемой обла 

сти Т решение уравнения  и+ k2u == О однозначно определяется своими

краевыми значениями. Построим решение уравнения  и+ k2u == О для

области Т методом разделения переменных. Положим

И == U1 + U2, (22)

rде

И (Х Z) == .1. (Х )f
(n) sh Jл k2 (l z)

1 , у, 'Рn , У 1
sh Jл2 k2 l

n l n

(n) sh улn k2z
U2 (х, у, Z) 'Фn(Х, y)f2

sh ул k2l
n l n

rде f{n), f n) коэффициенты Фурье разложения функций fl(X, у), f2(X, у)
по собственным функциям 'Фn(Х, у).

(23)



Рассмотрим сначала функцию И1 (х, у, z).
Если f(x, у) истокообразно представима при помощи функции rрина

плоской области S, то соrласно теореме rильберта Шмидта[2] L фnf(n)
равномерно и абсолютно сходится, а следовательно, сходится и наш

ряд (23).
Функция И1 (х, у, z) удовлетворяет условиям на боковых стенках цилин 

дра Т и при z == Z1 == О И обращается в нуль при z == Z2 == l; аналоrично

функция И2 (х, у, z) удовлетворяет краевым условиям на и при z == Z2 == l

и исчезает при z == О. Поэтому функция

U(x,y,z) == U1 (x,y,z) + U2 (x,y,z)

удовлетворяет всем поставленным краевым условиям.

Построенное решение (17) справедливо для функций f1(X,Y) И f2(X,y),
представимых истокообразно. Покажем, что эти же формулы сохраняют

силу для любых непрерывных функций f1 и f2, обращающихся в О на С.

ДЛЯ этоrо нами будет доказана следующая

т е о р е м а. Фун'К:'U,ия

(n) sh vлn k2 (l z)
U1 (X,y,z) == Фn(х,у)f1

shvл k2 l
n 1 n

для z> о

} ,

z==O

(24)

U1 (x,y,z) == f1(X,y) для

2де f1 (х, у) непрерывная фун'К:'U,ия, определенная в S и обращающаяся в О

на С, а f n)ее 'К:оэффи'U,иент Фуръе,

1) удовлетворяет уравнению Ди + k2
u == О внутри области Т;

2) непрерывна в за.м'К:нутоi1 области Т и обращается в О на и при z == l,
а при z == О равна f1 (х, у) .

Для доказательства этой теоремы нам понадобится:
Л е м м а [3]. Нормированные собственные Фун'К:'U,ии Фn(Х, у) растут

не быстрее А1 лn , 2де А1 не'К:отора..я, 'К:онстанта, т. е.

IФn(х, y)1 А1 лn . (25)

Для первых про из водных имеют место оценки

l
дФn

l
2

дх
< А2лn , l

дФn
l

2

ду
< А2лn , (26)



а для ВТорЫХ производных оценки

I
д2фn

I 3

дх2
< Азлn , I

д2фn
I

3

ду
2

< Азлn , (27)

справедливые для всякой области, целиком лежа 

щей в н у т р и S.

Из (25) следует, что коэффициенты Фурье f(n) непрерывной функ 

ции f(x, у)

If(n)1 МjА1лnS == В. Лn ,

rде Мj максимум функции f(x, у), а S площадь области.

На основании этих оценок ясно, что ряд, определяющий функцию
U1 (х, у, z), сходится равномерно в области z > z, rде z произвольное чис 

ло, большее нуля. Учитывая оценки (25) (27),нетрудно убедиться в том,

что ряды для первых производных равномерно сходятся внутри той же об.-

ласти, а ряды для вторых производных сходятся равномерно для всякой

внутренней к S области для z > Z.

Отсюда вытекает, что функция U1 (х, у, z) дифференцируема дважды

для всякой внутренней точки при z > z и удовлетворяет уравнению

Ди + k2u == О. Кроме Toro, эта функция непрерывна при z > z и обра 
щается в О на и при z == l.

Таким образом, нам остается выяснить непрерывность функции
U1 при Z == О.

Убедимся, прежде Bcero, в том, что решение уравнения ди+k
2
и == О мо--

нотонно зависит от rраничных значений. Для этоrо достаточно убедиться
в том, что если на rранице функция и О, то она не может внутри обла 

сти иметь отрицательных значений; если же на rранице и О, то внутри

области и не может достиrать положительных значений. В самом деле,

допустим, что и О на rранице, а внутри области может принимать OT 

рицательные значения. Пусть 9л область, в точках которой и < О. Тоrда
на rранице области 9л функция и(х, у, z) должна обращаться в нуль. Но

в таком случае, в силу отмеченной выше теоремы единственности для до--

статочно малой области Т, функция и(х, у, z) == О В области 9Л, что Про 

тиворечит исходному предположению. Отсюда сразу же следует, что если

краевые значения функции и' больше краевых значений функции и", то это

же неравеНСТВО,имеет место всюду в области определения функций и' и и".



Очевидно, что можно написать

U1 (M,z) ==

== !! f(MO) { фn(М) фn(мо )
sh

 л  nk  2 
z) } d(}MO' (28)

(8)
n 1

Если f(x, у) истокообразно представимая функция, то функция
Ul (х, у, z) при z == О принимает краевые значения f в силу равном€рной

и абсолютной сходимости ряда Фурь rильберта.Отсюда и на OCHOBa 

нии предшествующеrо заключаем, что если истокообразно представимая

функция f > О, то и И > О.

Так как это справедливо для произвольной истокообразно представимой

функции f > О, то

sh Лn k2 (l z)
К(М, z; Мо, О) ==

L..J фn(М)фn(Мо ) > О.

n==1
sh -.jЛN k2 l

(29)

Докажем теперь, что интеrрал

Jrr { (М) (m )
Sh -.jЛn k2 (l Z)} d() ==

J L..J фn Фn О
sh -.jл k2 l Мо

(8)
n==1 n

== !! K(M,z;Mo,O)d(}MO < В1 , (30)

(8)

rде В1 некоторая константа.

Рассмотрим возрастающую последовательность областей

81,82,.", 8n,...,

сходящуюся к области 8, и определим последовательность монотонно воз 

растающих, истокообразно представимых неотрицательных функций fn,
обладающих следующими свойствами

fn(x,y) {
в 8n,

(31 )
на С.



Возможность построения таких функций не вызывает сомнений. Функция

ип(х, у, z) == 11 fn( ,Т})К(х, у, z; ,Т}, О) d1. dry

(8)

(32)

есть решение уравнения

Ди + k
2
u == О,

краевые значения KOToporo всюду :;:;; 1. Поэтому

ип :;:;; ио ,

rде ИО то решение нашеrо уравнения, которое соответствует краевым

значениям, равным 1. Обозначим максимум этоrо решения через В1 . Тоrда

получаем

11 K(x,y,z; ,ry,O)d1.dry== J 11fn( ,ry)K(x,y,z; ,ry,O)d1.dry< В1 (33)

(8) (8)

для всякой точки (х, у, z), лежащей внутри Т. Эта оценка потребуется нам

в дальнейшем.

Переходим теперь непосредственно к доказательству непрерывности

функции и(М, z) при z == О в любой точке Мо с S.

Пусть задано некоторое Е: > О. Построим такую окрестность WМо
точки

Мо, чтобы lu(M, z) f(Mo)1 < Е: для любой точки (М, z) с WMo'
Проведем некоторую кривую С1 , расположенную внутри кривой С и

достаточно близко к ней подходящую. Область, оrраниченную кривыми

С и С1 , которую мы обозначим через L, выберем настолько малой, что

выполняется неравенство

11 fKd(} < ,
(L)

что очевидно в силу доказанной выше оценки (26) дЛЯ JJ К d(}, положи 

тельности К и малости f в области L (f == О на С). Подберем окрестность

ИW С S точки МО таким образом, чтобы колебание f(M) в этой окрестности
Е:

было меньше w ==  .Положим f(M) == f(Mo ) + w для точек М, принад 
3

лежащих окрестности ИW ' Очевидно, что и внутри области ИW функция
пМ) > f(M).



Определим функцию 7 для остальных точек области S так, чтобы она

была истокообразно представимой и удовлетворяла требованиям

7> f в области S UIJJ L,

7 > о в области L,

7 == о на С,

в остальном же функция 7 произвольна.

Очевидно, что

е

и и> з'
в самом деле,

и и == 11а ЛК d{J + 117К d{J 11 fк d{J.

(S L) (L) (L)

Так как

11(1 f)Kd{J О

(S L)

и

117Kd{J  O
(L)

и, кроме Toro, соrласно сделанному выше предположению,

11 fKd{J < ,
(L)

то
е

и и> з'
Из непрерывности функции и вытекает существование такой OKpeCTHO 

сти WM ,
что

О

или

и(М) [f(Mo ) +  ]<

и(М) < [f(Mo ) + 2; ].



Поэтому

и(М) f(Mo) < [и(М) +  ] f(Mo ) <

< [(f(MO) + 2; ) +  ] f(Mo) == Е:,

т. е.

и(М) f(Mo) < Е:

для любой точки М, принадлежащей окрестности WМ .

О
С друrой стороны, строя совершенно аналоrичным образом функцию 1,

можно установить, что

и(1I1) f(1I10)  E:

для любой точки М, принадлежащей окрестности W МО'
Отсюда следует

lu(M) f(Mo)1 < Е:

(34)

(35)
для любой точки М с WМО

. W
МО, что и показывает непрерывность и(М)

в произвольной точке МО при z == О.

Нетрудно видеть, что для точек, лежащих на rранице, рассуждения

существенно не меняются, чем и доказана непрерывность функции U1

в замкнутой области Т.

Точно таким же путем можно установить непрерывность функции U2 ,

а следовательно, на основании предыдущеrо, и функции И == U1 + U2

в замкнутой области Т.

Теорема доказана.

Таким образом, мы получили явное выражение для функции и(х, У, z)
в области zl < z < z2 через ее значения при z == zl и Z == z2. Из этоrо

aku
представления следует, что

azk
(k == 1,2,...) является непрерывной функ 

цией в точке (М, z), rде М произвольная точка замкнутой области S + С,
а Zl < Z < Z2, причем

Zl < Zl < Z2 < Z2.

Установление этоrо факта и являлось основной целью данноrо добавле 
д2
и

ния. Отметим, далее, что из доказанной непрерывности
az2 следует, что

(
д2и 2

) 2u== F(x,y,z)== az2 +ku,

rде Р(х, у, z) непрерывная функция.

(36)



Следовательно, функция и(х, У, z) представима истокообразно через

функцию rрина С2 (М, Мо) для плоской области В, т. е.

и(М, z) == 11 С2 (М, Mo)F(Mo, z) dUMO

(8)

(37)

и в силу теоремы rильберта Шмидтаразлаrается в равномерно абсолютно

сходящийся ряд
00

и(М, z) == L fn(z)'Фn(М),
n==1

(38)

rде

fn(z) == 1/ и(М, z)'Фn(М) dUM

(8)

коэффициент Фурье функции и. Очевидно, что функция fn(z) дифферен 
цируема по z сколько уrодно раз в силу доказанной непрерывности для

aku

aZk (для Zl < z < Z2 И М с S + С).

Нетрудно убедиться в том, что fn(z) удовлетворяет уравнению

d?-fn 2
( )

dz2
+ (k )..n)fn Z == о. (39)

Действительно,

d2 fn(z)
J

r

r д2и

J
r

r 2

dz2
==

} aZ2
'Фn(М) dUM ==

} (Д2и + k и)'Фn du ==

(8) (8)

== 11{ f (D.2'Фm + k2'Фm)fm } 'Фn(М) dUM ==

(8)
т==1

== /1{ f (k
2

)..m)'Фmfm } 'Фn(М) dUA!'

(8)
т==1

в последнем интеrрале допустимо почленное интеrрирование в силу

установленноrо выше вида функции fn (z), что нам дает

d2 fn
(

2

dz2
== k )..n)fn(z).



Таким образом, нами также показано, что произвольное решение волно 

Boro уравнения

Ди + k
2
u == О,

определенное в бесконечной цилиндрической области V и обращающееся в

О на rранице, может быть представлено в виде

00

и(М, z) == L 'Фn(М)fn(z),
n==1

rде fn(z) определяется уравнением (39).

Поступило в Редакцию
12 июля 1947 r.
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о ПРИНЦИПЕ ИЗЛУЧЕНИЯ

А. Н. Тихонов и А. А. CaMapcr.;иu

Сформулирован общий принцип излучения для волновоrо уравнения (1) в том CMЫC 

ле, что решениями, удовлетворяющими этому принципу, являются предельные (при
t ....... 00) решения задачи Коши с нулевыми начальными условиями для соответствующеrо

уравнения колебаний (la). Показано, что для неоrраниченноrо пространства названный

метод приводит к решениям, У!1:тlЛетворяющим известному условию Зоммерфельда.

Решение волновоrо уравнения

Дv + k
2
v ==  P(M) [М == (х, У, z)] (1)

в неоrраниченной области n не всеrда однозначно определяется заданием

значения функции v(M) 1) (или ее нормальной производной avjan) на по 

верхности 1:, являющейся rраницей области П. Например, если область n

является внешней областью к замкнутой поверхности 1:, то для выделе 

ния единственноrо решения, являющеrося расходящейся волной v == v(JvI)
к rраничным условиям на 1: добавляют условие излучения Зоммер 
фельда [1], которое можно записать в виде:

lim r (
a

a

V
ikv) == О.

T OO r
(2)

Однако это условие видоизменяется в тех случаях, коrда rраница 1:

простирается в бесконечность. Так, для плоской области (цилиндрические
волны) имеет место следующее условие [2]:

lim vr (
д

д

и

iku) == О.
T OO r

(2')

Для случая одноrо независимоrо переменноrо (плоские волны) условие

излучения имеет вид:

Нт (
д

д

и
iku) == О.

T OO r
(2" )

Журн. эксперим. и теорет. фиэики. 1948. Т. 18, вып. 2. С. 243 248.

l)в дальнейшем будем принимать это значение равным нулю.



Для областей друrоrо типа, как, например, для слоя между двумя па 

раллельными плоскостями или бесконечной цилиндрической области, OKa 

зывается необходимым вводить не одно, а несколько условий в форме
условий Зоммерфельда «<парциальный принцип излучения»). В связи с

этим возникает вопрос об установлении единообразноrо принципа выделе 

ния «расходящейся волны» (принцип излучения), независимоrо от формы
области.

Понятие расходящейся волны тесно связано с понятием установив 

шеrося режима:

и == vexp ( iwot) ,

удовлетворяющеrо уравнению колебаний

(3)

1 д2и
L),u

с
2 at2

== F(M) ехр ( iwot)
2

(k2 == :g ). (lа)

При рассмотрении установившеrося режима обычно множитель

ехр ( iwot)опускается.
С этой точки зрения функцию v(M) амплитуду установившеrося

режима естественно трактовать как предел:

v(M) == lim и(М, t) ехр (iwot),t......oo
(4)

rде функция и(М, t) определяется силами, периодически действующими

с той же частотой Wo и с амплитудой, равной величине сил, определяющих

функцию v(M).
Для получения расходящейся волны v(M) будем брать функцию

и(М, t), удовлетворяющую нулевым начальным условиям Коши:

ди

at
(М, О) == О.и(М, О) == О, (5)

По самому характеру постановки задачи ясно, что функция и(М, t), а тем

самым и функция v(M), если только она существует, определяются одно--

значно.

В настоящей статье мы покажем, что решение, выделяемое с помощью

предлаrаемоrо принципа излучения, совпадает с решением, определяемым

принципом излучения Зоммерфельда для неоrраниченноrо пространства
2)

.

2)Как нам стало известно, в период подrотовки настоящей работы к печати, аналоrич 

ным вопросом занимался А. А. Соколов, следуя методам, изложенным в ero моноrрафии
«Дельта функцияи ее применение к решению некоторых математических задач rеофи 
зики» (Свердловск, 1946 r.)



1. Рассмотрим неоднородное волновое уравнение (1) в пеоrраниченном

пространстве, считая, что функция F(M) является локальной функцией,
т. е. отлична от нуля в оrраниченной части пространства С.

Решение уравнения (1), удовлетворяющее принципу излучения Зоммер 
фельда в форме (2), имеет вид:

v(M) == J
r

r r ехр (ikr)
F(M) dTM471" }} r

ММ
G

(6)

(dTM == d d7] d( элемент объема).

Рассмотрим функцию и(М, t), удовлетворяющую уравнению (lа) и Ha 

чальным условиям (5). Функция и(М, t), представляющая решение задачи

Коши, определена однозначно.

Покажем, что имеет место соотношение (4), т. е. что функция v(M)
может быть определена как амплитуда режима, установившеrося под дей 

ствием силы F(M) ехр ( iwot)при нулевых начальных условиях. При этом

предполаrается, что функция F(М) удовлетворяет достаточно высоким

требованиям дифференцируемости.

2. Рассмотрим вспомоrательную функцию щ(М, t), удовлетворяющую

уравнению:
1 д

2
щ

 иl ==  F(M)tn(t )с2 at2
r , (7)

rде

{
ехр ( iUJot)

<p(t) ==

<p(t) == О

для О < t Т,

дЛЯ t > Т,

и начальным условиям:

(М О)
a

a

U

t

l

(М, О) == О.и ,
== О, (7')

Величина Т представляет собой параметр, который мы в дальнейшем

устремим к бесконечности. Очевидно, что в области t Т функция

иl(М, t) == и(М, t).
Введем функцию и(М, t) с помощью соотношения

t tl

и(М, t) == J dtl J Щ (М, О) dO.

о о

(8)



Нетрудно убедиться в том, что для этой функции справедливы условия:

1 82и

j
t

j
tl

Ди
с
2 8t2

==  F(M) dtl !{)(О) dO,

о о

(9)

и(М, О) == О,
&u

8t (М, О) == О, (9')

которые функцию ЩМ, t) определяют однозначно.

Очевидно, что

82
иl (М, t) ==

дt2
ЩМ, t). (8')

3. Совершим над ЩМ, t) преобразование Лапласа, в результате чеrо

получим лапласову сопряженную функцию:
<XJ

v( ,
1)

== jЩМ, t) ехр ( /t)dt,
о

определенную в области Re l О: > 0:0 > О, так как функция и(М, t),
очевидно, является функцией, оrраниченной равномерно относительно всех

ее aprYMeHToB.

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (9) и учитывая началь 

ные условия для функции и(М, t) леrко находим:

(10)

2

D.v 12 V ==  F(M)B(/)'
с

(11)

rде
00 t tl

B(/) == 1 j ехр ( /t)dt j dtl j !{)(О) dO.

о о о

Интеrрируя по частям, преобразуем правую часть к виду:

00 т

B(/)== j exP  /t)!{)(t)dt== j exP[ (II+iWo)t]dt,
о о

откуда

( )
l exp[ (/+iwo)t]В 1 == .

1(1 + iwo)
(12)



4. Возьмем функцию

v(M,'Y) == 4 111
ехр

 :;/c)F(М)В('У)dтjи '

G

(13)

Покажем, что искомая функция и(М, t) может быть представлена в виде:

1

1
v(M,'Y)

и(М, t) ==

2
. ехр ('Yt ) d'Y,

7П 'у
L

(14)

а тем самым

ЩМ,'У) == v(M,'Y)'

В качестве пути интеrрирования L в формуле (14) взята прямая

'у
==

ао + ifЗ, а
о

== const > О,

параллельная мнимой оси.

При определении функций v(M, 'У) мы взяли решение в форме
ехр ( 'YT)/т, так как именно этой функции при помощи формулы (14)
соответствует функция и(М, t), которая удовлетворяет нулевым условиям

Коши, как это и будет показано ниже.

5. Убедимся в том, что функция и(М, t) определяемая формулой (14),
удовлетворяет всем условиям задачи (9), (9'). Для этоrо, прежде Bcero,

изменим порядок интеrрирования и представим функцию и(М, t) в виде:

и(М, t) == J
r r r F(M) dT 1

ехр ['Y(t т/с)]
х

271"'/, }} м 471" Т

G L

1 ехр [ ('Y+ iwo)T]
(15)х

2
. dJ.

'у ('У + iwo )

Такое изменение порядка интеrрирования возможно, потому что ВДОЛЬ

пути L подынтеrральная функция имеет равномерный порядок 1/1'Y1
3

.

Докажем, что функция и(М, t) удовлетворяет начальным условиям. Так

как подынтеrральная функция в правой полуплоскости не имеет полюсов,

то вычисление интеrрала вдоль L можно произвести с помощью известной



леммы Жордана 13]. В нашем случае лемма Жордана формулируется
следующим образом. Интеrрал

J Ф(z) ехр ( ffiZ)dz О, (т> О),
CR

при условиях: контур СR представляет собой часть полуокружности ради 

уса R, расположенную в области Re'Y == О: > 0:0 > О И имеющую центр в

начале координат; функция Ф(z) равномерно стремится к нулю при z 00

в области Re'Y == О: > 0:0 > О.

Пользуясь этой леммой, непосредственно получаем:

(16)

J
ехр (

 'YT
/с )

L

1 ехр [ ('Y+ iwo)T]
d'Y == О

'Y
2 (,+iwo )

,

J
ехр ( 'YT/C)

L

Отсюда следует, что функции ЩМ, t) и дU(M, t)/at непрерывны при t == О и

начальные условия Коши (9') удовлетворены. При этом возможность диф 
ференцирования под знаком интеrрала при вычислении дu/at не вызывает

сомнения, так как интеrрал, полученный после дифференцирования под

знаком интеrрала, сходится равномерно.

Вернемся теперь к функции

1 ехр [ ('Y+ iwo)T]
d'Y == о.

'У(, + iwo)

(М )
д2
Щм, t)

Щ ,
t

at2
.

Пользуясь интеrральным представлением (15) для функции ЩМ, t),
найдем:

щ(М, t) == J
r

r r Р(М) dT J
ехр ['У(1 т/с)]

х

at 471" JJ м 271"Z Т

G L

1 ехр [ ('Y+ iwo)T]
х d'Y.

'У('У + iwo )

Дальнейшее дифференцирование под знаком интеrрала не проводится,

так как получаемое в результате дифференцирования подынтеrральное BЫ 

ражение не может быть равномерно оценено, и, тем самым, нет оснований

для изменения порядка интеrрирования.



6. Покажем, что существует предел:

lim щ(М, t) ехр (iwot) == v(M),
t.......oo

rде v(M) функция, выражаемая формулой (6).
Фиксируем некоторую точку наблюдения М == МО и рассмотрим

контурный интеrрал:

1 == J
ехр [,(t т/с)] 1 ехр [ (,+ iwo)T]

d, ==

27ri т ,(, + iwo)
L

== J
ехр [,(t т/с)] 1

d, 
27ri т ,(, + iwo)

L

1

J
ехр [,(t т/с)] ехр [ (,+ iwo)T]

. d, == 11 + 12.
27r т ,(, +  wo)

L

Интеrрал

J
ехр [ ,(T t + т/с)] ехр ( iwoT)

12 d, == О
27ri ,(, + iwo ) т

L

для всех значений t, так как всеrда справедливо неравенство

T t+T/C>O.

Интеrрал

11
==

. J
ехр [,(t т/с)] 1

2 ( ')
d,

7r Т , , +  wo
L

принимает различные значения для каждоrо из случаев: t < т/с или

t > т/с.
Нетрудно видеть, что

11==0 при t<T/C.



Для вычисления 11 при t > т/с замкнем прямую L друrой Cii, распо--

ложенной в области Re'Y == о: < 0:0 > О, т. е. в левой полуплоскости, и

применим теорему вычетов. В результате найдем:

11 == J
ехр ['Y(t т/с)] 1 1 ехр [ iwo(t т/с)]

27П Т 'У('У + iwo)
d'Y ==

iWOT iwo
'

L

так как интеrрал по дyre Cii при R 00 стремится к нулю.

Возвращаясь снова к функции и(М, t) и учитывая полученный выше

результат, будем иметь:

и(Мо , t) ехр (iwot) == щ(М, t) ехр (iwot) ==

(
.

)
д exp( iwot) 1

JJJ exP(iwoT/C)
== ехр  wot д

.

4
Р(М) dT

M
==

t  wo 7r Т
G

1

J
r r r ехр (ikT )

==

47r JJ т
Р(М) dT

M
== v(Mo)

G

d

для Т t >  ,rде d == тах(Мо,М), причем М С С.
с

Таким образом, существует предел

1

JJJ
ехр (ikT)lim и(М, t) ехр (iwot) == v(M) == Р(М) dT

M
,

t oo 47r Т

G
ММ

что и требовалось доказать.
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